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Prefata

Aceasta lucrare cuprinde in principal temele din programa analitica necesare pregatirii exa-
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Capitolul 1

Grupuri

1.1 Grupuri. Definitie. Proprietati. Exemple.

1.1.1 Definitie Fie A o multime, n € N gi A™ = {(al, cesap)sa; € Ay = 1,771} .

19, Aplicatia ¢ : A™ — A care asociaza fiecarui n-uplu de elemente din A un element din A, adica
(a1,...,an) — @ (a1,...,a,) se numeste operatie n-ara pe A sau lege de compozitie interna;

20, Daci ¢ este o operatie n-ard pe A, submultimea B C A cu proprietatea ¢ (B) C B se numeste
parte stabild a lui A relativ la ¢, iar restrictia aplica tiei ¢ la B™, deci ¢ |~ se numeste operatie
indusa de ¢ in B;

30, Perechea (4, ) unde € este o multime de operatii pe A se numeste structuri algebrici cu
suportul A sau algebra universala;

1.1.2 Observatii. 1) Exista gi operatii partiale care nu sunt definite pentru orice sistem ordonat
de n-elemente din A. Ele se numesc partiale. Aga sunt, spre exemplu, scaderea in multimea numerelor
naturale N sau impartirea In multimea Z a intregilor.

2) Pentru n = 0 avem A° = ) si operatia ¢ : ) — A se numeste nulard; ea fixeazd un anumit
element din A.

Pentru n = 1, operatia ¢ : A — A se numeste unara; ea asociaza fiecarui element din A un element
si numai unul din A.

Pentru n = 2 operatia ¢ : A2 — A se numeste binari. Vom nota ¢(a, b)":ota * b sau aditiv, a + b,
respectiv multiplicativ, a - b ori simplu ab.

1.1.3 Exemple. 1) In N existenta elementului unitate 1 cu proprietatea Vx e N; z-1=1-x ==z
defineste o operatie nulara.

2) In Z aplicatia ¢ : Z — Z, p(a) = —a, care asociaza fiecirui element opusul sdu este o operatie
unara.

In continuare studiem structuri algebrice Inzestrate cu o operatie interna binara pe care o vom nota
prin * gi vom defini cateva proprietati posibile ale unei astfel de operatii:

1.1.4 Definitii. O operatie binara * : A2 — A se numeste:

19. asociativa (as) daci Va,y,2 € A; (v *y) x 2 = x * (y x 2);

20, comutativa (com) dacd Vz,y € A;zxy =y * x;

3%, cu element neutru (ne) daci Je € A;Vax € A; v % e = e xx = x; spunem in acest caz ci avem
o operatie care are element neutru.

4% cu element simetrizabil (si) daci are element neutru si pentru Vo € A;32’ € A; 2+ 2’ =
2z’ * x = e; Elementul 2’ se numeste simetricul lui x.

In particular, pentru notatia multiplicativa simetricul unui element x se numeste inversul lui x si
se noteaz# x !, iar in cazul notatiei aditive, el se numeste opusul lui x si se noteazi prin —z.

5%, Elementul a € A se numeste regular (re) daci a*xz = ax*y si ¥ *a =y * a implicd z = y.

In cazul notatiei aditive, daca din a + x = a + y rezulta = = y respectiv din x + a = y + a rezulta
T =y, spunem ca se poate reduce cu a la stanga respectiv la dreapta. In cazul notatiei multiplicative,
daca pentru x,y € A din ax = ayrezultd x = y respectiv din xa = ya rezultd x = y, spunem ca se poate
simplifica cu a la stanga, respectiv la dreapta.
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6°. O proprietate se numeste ereditari daca din faptul ca B C A si proprietatea are loc in A,
rezulta ca ea are loc si in multimea B.
1.1.5 Exemple. 1°. Adunarea, inmultirea numerelor reale este asociativd, dar diferenta sau ridi-
carea la putere nu sunt asociative;
20, inmult;irea numerelor reale sau complexe este comutativa, dar inmultirea matricilor, ridicarea la
putere sau compunerea functiilor nu sunt operatii comutative;
39, In multimea matricilor pitrate de ordinul n existd element neutru relativ la inmultire i anume
matricea unitate I,, = (5”-)1.7].:17—“, unde
5_'_{ 1 pentru i =j
7 0 pentru i #j

este simbolul lui Kronecker.

49, Ridicarea la putere in multimea numerelor reale strict pozitive nu are element neutru deoarece
a' = a # 1% pentru a # 1;

50. In multimea functiilor bijective f :R — R cu element neutru aplicatia identica, simetricul lui f
este inversa f~L:R — R.

6°. Orice numar natural nenul este regular in raport cu inmultirea, dar zero nu este regular: 2-0 = 3-0
desi 2 # 3;

79, Asociativitatea, comutativitatea, regularitatea sunt proprietti ereditare, dar existenta elemen-
tului neutru sau simetrizabil nu sunt ereditare. Spre exemplu, in Z fiecare element are opus, dar in
multimea N* C Z nici un element nu are simetric.

1.1.6 Definitii. 1°. Numim grupoid perechea (A, ), unde ” *

20, Un grupoid (A, *) asociativ se numeste semigrup;

3°. Un semigrup cu element neutru se numeste monoid;

4%, Un monoid in care fiecare element este simetrizabil se numeste grup;

5%, Un grupoid (semigrup, monoid, grup) in care operatia binara este comutativd se numeste co-
mutativ.

Dam in continuare cateva proprietati generale ale structurilor algebrice:

1.1.7 Propozitii. 1°. Dacd intr-un grupoid (A,-) existd element neutru, atunci acesta este unic;

20, Orice element simetrizabil intr-un monoid are un unic simetric;

30, Intr-un monoid orice element simetrizabil este reqular;

Reciproca in general nu este adevaratd: in monoidul (N*,.), toate numerele naturale nenule sunt
regulare dar nu sunt inversabile (exceptindu-1 pe 1). In caz finit are loc si implicatia inversa afirmatiei
39, adici:

40, Intr-un monoid finit orice element reqular este simetrizabil;

5. Intr-un monoid, dacd a este simetrizabil atunci gi simetricul lui a, este simetrizabil gi avem
(a') = a; Dacd a gi b sunt simetrizabili, atunci ab este simetrizabil gi avem (a-b) =V - d’;

Demonstratie. 1°. Presupunem ci existd doud elemente neutre e si €/. Atunci avem:

”

este operatie binara pe A;

e’ ne ) e ne

e e-e €.

20, Daca atat a’ cat si a” sunt simetricele lui @, atunci:

ne
ad=d-e=d-(a-a")=(da)d"=e-a"=d".
3° Daci a-x = a -y si a este simetrizabil, atunci inmultind egalitatea la stinga cu a’ si folosind
asociativitatea si existenta elementului neutru, avem:

(@ a)x=(d a)y=ecr=cy=>x=1y.

Analog in 7 - a = y - @ inmultind la dreapta cu o’ rezultd x = y, deci a este regular.

49 Fie A finit si anume A = {ay,...,a,} si elementul a; € A, fixat. Aplicatia f : A — a;A;
f(x) = a; - x este o injectie deoarece din f(z) = f(y) < a; - ¢ = a; - y, regularitatea lui a; conduce la
& = y. Intrucit multimea A este finitd rezulti c& f este si surjectie, deci existi « € A, fie acesta elementul
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a;, astfel ca f(a;) = e, de unde a; - a; = e. Aplicatia g : A — A - a; este de asemenea injectie, deci si
surjectie si exista y € A astfel incat g(y) = e. Fie y = ax. Asociativitatea operatiei n-are si existenta
elementului neutru conduc, conform afirmatiei 2%, la a; = ay, deci exista simetricul lui a; . Observim c&
in enuntul propozitiei 1.1.7.4° era suficient ca A si fie semigrup finit.

5°. Deoarece (ab)(b' -a’) L a-(b-b)-a' =a-e-a’ =a-a = e, existd (ab) = V'a'. Asociativitatea
permite definirea recursiva a puterilor naturale Intr-un semigrup si ale celor intregi Intr-un grup.

1.1.8 Definitii. 1°. Daci (4,-) este un semigrup si a € A atunci a' = a si dacd pentru n > 1,

. . de _
n €N, a1 este definit, atunci a™ f gn-1.

20, Daci (A,-) este un grup si a € A, atunci puterile lui a se extind si la numere negative sau
zero. Astfel a® = e, elementul neutru al grupului, a=! = @, simetricul siu, iar pentru n € N; n > 1;

a=" dgf (a/)n — (an)/.

a.

Prin inductie dupa n € N se demonstreaza regulile de calcul cu puteri:
1.1.9 Propozitie. Intr-un semigrup (A,-) avem:

a™-a =am"t"; (@™ =a™, ¥m,n € N*

relatii ce se extind gi pentru puteri intregi negative intr-un grup. Dupa cum am vazut numim grup
perechea (A,-) unde “-7 este o operatie binard definitd pe A, asociativd, cu element neutru, astfel incat
orice element este simetrizabil. O alta definitie echivalenta cu aceasta este data de urméatoarea teorema:
1.1.10 Teorema. Semigrupul (A,-) este grup dacd si numai dacd ecuatiile a-x =0b i y-a=>b au
solutii unice in A pentru orice a,b € A.
Demonstratie. “ =" Daca (4, ) este grup atunci existd simetricul lui @ notat @’ si inmultind, la
stanga respectiv la dreapta, cu a’ cele doua ecuatii obtinem:

as

a (a-z)=d -b%(aa)r=adbXr=0a-becA

si analog y = b - d’, solutii unice in A.
“ <7 Daca orice ecuatii de tipul din enunt au solutii unice in A, atunci ecuatia a - x = a are solutia
T = e,, deci a - e, = a. Observam ca oricare ar fi b € A avem b - e, = b. Intr-adevar

ipoteza ipoteza

b-e, = (y-a)-eaégy-(a-ea):y-a =D

Prin urmare
JdJec A, VzeAyz-e=x. (1.1)

/ . . . 13 13 ! . B A~
Analog, fie e, solutia ecuatieiz - e = x. Se demonstreaza cd e, - b = b pentru orice b € A (utilizand
existenta solutiei ecuatiei x - @ = b). Prin urmare

Je' € A, Ve € A; e -z =u. (1.2)

Din (1) si (2) rezultd e = ¢’ - e = €/, deci semigrupul are element neutru. Fie acum o’ solutia ecuatiei
a-x = egla’ solutia ecuatiei y - a = e. Cele doud solutii coincid, deoarece a’ =e-a’ = (a” -a)-a’ =
a’(a-a')y=a"-e=a", deci (A,-) este grup.

1.1.11 Exemple. a) (N, +); (N,); (Q,) (R,-) si (C,-) sunt monoizi comutativi fara a fi grupuri.

b) (Z,+); (Q,+); (R,+) (C,+) (Q*,-) (R*,) si (C*,-) sunt grupuri comutative.

c) Fie M o multime si MM = {f; f: M — M}, multimea aplicatiilor multimii M in ea insasi.
Perechea (M™ o) este un monoid in raport cu compunerea functiilor, avand ca element neutru aplicatia
identicd. Grupul elementelor simetrizabile ale monoidului este U(M™ o) = {f € M™; f bijectie}.
Deoarece o bijectie f : M — M se numeste permutare, grupul U(M™ o) este grupul permutérilor lui M
numit si grupul simetric al lui M, notat Sy;. Dacad M este multimea finita cu n elemente, atunci Sy, se
noteaza Sy, si se numeste grupul simetric de ordinul n. Dac& n > 3, atunci (S, o) este grup necomutativ.
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1.2 Subgrupuri ale unui grup

1.2.1 Definitie. Fie (G,-) un grup. Submultimea H C G se numegte subgrup al grupului (G, )
dacd H impreund cu operatia indus din G pe elementele lui H este grup. Notdm H < G, iar prin S (G)
multimea tuturor subgrupurilor lui G, deci S(G) = {H; H < G}.

1.2.2 Observatii. 1°. G < G si {¢} < G unde e este elementul neutru al grupului G. Aceste doud
subgrupuri se numesc improprii spre deosebire de toate celelalte care se vor numi proprii;

20, Daca H < G, atunci e € H, deci H # (. Prin urmare submultimea suport a unui subgrup este
in mod necesar nevida;

3. Dacai H <G i G < H atunci H = G;

49 Daca H < H' si H' < H” atunci H < H";

5. Din 19, 39 i 4° rezulta ci relatia "este subgrup al lui” este o relatie de ordine in multimea

S (G).

Urmatoarea propozitie ne da doua definitii echivalente cu definitia 1.2.1 a subgrupului unui grup, cu
care se opereaza mai usor in aplicatii:

1.2.3 Teorema de caracterizare a subgrupurilor unui grup. Dacd (G,:) este un grup si H o
submultime a lui G, atunci sunt echivalente urmdtoarele afirmatii:

1. H <G (H este subgrup al lui G);

20 H#0), Ve,yce H=o-ye HgiVoe e H= 2! € H,;

3. H#0, Ve,yc H=z-y ! € H.

Demonstratie. Implicatiile 1° = 2° gi 3% sunt evidente.

20 = 39 decarece yc H =y ' € H sicamz € H avem z -y~ € H.

30 = 29 intrucat H # () implica c& existi 2 € H sidecie =x-27! € H. Pentruz =e si Vy € H
rezultd ci e-y~ ' € H,deciy™! € H. Daci v,y € H, atuncisiy ' € Hsiavem z-y=a-(y~ 1)~ € H.

20 = 19 deoarece H este parte stabila a lui G, iar asociativitatea operatiei din G este o proprietate
ereditard si cum e = z - 27! pentru € H, deducem ci e € H. Existenta lui 27! si apartenenta sa la H
pentru orice x € H este asigurati din enuntul afirmatiei 2°.

1.2.4 Observatie. In cazul unui grup notat aditiv (G, +), submultimea nevidd H < G este subgrup
al lui G daca si numai daca:

1. Vo,ye H=2+y€ H si-veH;

respectiv

20, Vo,y e H=x+ (—y) € H.

1.2.5 Exemple. 1° Subgrupurile grupului aditiv al intregilor Z sunt de forma nZ, unde n € N. Fie
(Z,+) grupul aditiv al numerelor intregi si n € N fixat. Notadm prin nZ multimea tuturor multiplilor lui n,
deci nZ = {kn; k € Z}. Observam ca nZ # 0 si Vkin, ken € nZ avem kin + (—kan) = (k; — ka)n € nZ,
deoarece k1 — ko € Z. Aceasta demonstreazi ci nZ este subgrup al lui (Z,+). In particular, pentru
n = 0 obtinem subgrupul impropriu format din elementul neutru (cel nul), deci 0Z ={0}, iar pentru
n = 1 obtinem grupul Z. Se poate demonstra ca (Z,+) nu are alt fel de subgrupuri, adica dacd H < Z
atunci existd n € N astfel incat nZ = H. Intr-adevir, dacs H < Z si H = {0} atunci H = 0Z. Daca
H # {0} atunci H\ {0} # 0 si intrucat multimea numerelor naturale este bineordonaté, in submultimea
nevidd (H\{0} N N) existd un cel mai mic element, fie acesta n. Deoarece n # 0, atunci pentru orice
x € H, aplicand teorema impartirii cu rest, existd un cat ¢ si un rest r, unici, astfel incat * = gn +r
cu0<r<n. Dar x,n € H implicid gn € H si r = 2 + (—gn) € H. Deoarece r este mai mic decat n si
n este minim cu proprietatea ca este natural nenul din H, rezulta ca nu e posibil decat r = 0. De aici
x = qn, adica H C nZ. Incluziunea inversa este imediata, deci H = nZ.

20 Multimea elementelor unui grup, care comutd cu orice element al grupului formeazd un subgrup
al acelui grup, numit centrul grupului, notat Z(G). fntr—adevér, prin definitie

Z(G) ={z € G; zox = xz; Yz € G}.

Deoarece ex = ze = x, Vo € G, avem e € Z(G), deci Z(G) # (). Mai mult, oricare ar fi 21,29 € Z(G)
avem 22, + € Z(G) deoarece

(21251) T =2z (z;lw) =2 (x_1z2)71 =
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_1y -1 _
=zZ1 (Zg.’l? 1) =zZ1 ( 1 1) (.’L‘ZQ ) =
=(znz) 2yt = (le)zgl =z (212, ").
1.2.6 Propozitie. Intersectia a doud subgrupuri ale unui grup este subgrup al acelui grup. Mai
general, intersectia unei familii (S;);c; de subgrupuri ale unui grup este un subgrup a acelui grup, adica:
S <G Viel=[)8<G.

i€l

Demonstratie. Fie S7, S subgrupuri ale lui G. Cum elementul neutru a lui G apartine atat lui Sy cat
gi lui So rezultd cd e € S1 NSy, deci S1 NSy # B. Pentru orice x,y € S; NSy avem z,y € 1 siz,y € So,
de unde conform propozitiei 1.2.3.3" rezultd ci z -y~ ' € S; six-y ! € Sy, deci z -y~ € Sy N Ss.
Aceasta demonstreaza ca S1 NSy < G.

1.2.7 Exemplu. Subgrupurile 127 si 18Z ale grupului aditiv al numerelor intregi au intersectia
12ZN187Z =367 care este subgrup al lui (Z,+), dar reuniunea lor, 12ZU18Z, nu este subgrup a lui Z
deoarece, spre exemplu, 12,18 € 12ZU18Z dar 12 + 18 ¢ 12ZU18Z. Se poate ardta cd mZNnZ = [m,n|Z
unde prin [m,n| s-a notat cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale m si n. In demonstratie
observam mai intai cd mZ CnZ dacé si numai dacd n | m.

1.2.8 Definitii. Fie (G,-) un grup si X C G o submultime a lui G. Prin subgrupul generat de X
intelegem cel mai mic subgrup al lui G care-1 contine pe X, adica tocmai intersectia tuturor subgrupurilor
lui G care-1 contin pe X. Notam subgrupul generat de X prin < X >. Avem prin urmare:

<X>=({H; H<G; H2X}.

Dacé multimea X contine un singur element a, deci X = {a} atunci subgrupul generat de {a} se noteazi
< a > si se numesgte subgrupul ciclic generat de a. Daca grupul G =< X > atunci spunem ca X
este un sistem de generatori pentru G.

1.2.9 Observatie. Daca X = () atunci < } >= {eg}, unde eg este elementul neutru al grupului.

1.2.10 Exemplu. In grupul aditiv al numerelor intregi avem < 12ZU18Z >= 6Z. In general,
< mZUInZ >=(m,n)Z, unde (m,n) este cel mai mare divizor comun al numerelor naturale m si n.
Verificarea acestui rezultat este un simplu exercitiu.

1.2.11 Propozitie. Multimea subgrupurilor unui grup formeazd o latice (de fapt o latice completd)
in raport cu incluziunea.

Demonstratie. Multimea (S(G), C) este o multime ordonata. Fie S1,S2 < G subgrupuri ale lui G.
Deoarece avem implicatiile

S1NS <51 H<S;
SlﬂSQSSQ }/\VH(HSSQ |=>H§5105’2>7

rezultd ca S1 N Sy = infg ) (S1, 92). Totodata conform definitiei subgrupului generat de S U Sy avem:

S << S1USy > S, < H
52S<51U52> }/\VH(Sng |:><51USQ><H),

de unde rezultd < S; U Sy >= supS(G)(Sl, S3). Remarcam ci aceastd latice nu este o sublatice a partilor
grupului (P(G), C), deoarece desi:

infp(g)(Sng) = Sl N SQ = infg(g)(Sng),

totusi
Supp(q) (51, 52) =51US C< S US, >= supS(G)(Slsg).

Urmatoarea propozitie ne da un procedeu de constructie a subgrupului generat de o submultime a unui

grup.
1.2.12 Propozitie. Dacd (G,-) este un grup $i X C G, atunci:

< X >= {xlxg...xn;neN;mi € X sau m;l € X;i= 1,n}.
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Demonstratie. Notam

S = {xlxg...xn;neN;xi € X sau x;l € X;i= 1,n}.

Se verifica ugor ca S < G deoarece:

1) pentru orice n,m € N, dacid x1..x, $i Tpi1.--Tpem € S atunci, conform legii asociativitatii
generalizate, avem produsul lor z1...z,,...Tp4m € S (parte stabild);

2) (zy..y) "t =ttt €8, dar

3) pentru n = 0 conform definitiei operatiei nulare produsul z;...z,, este elementul unitate al grupului.

Subgrupul S contine pe X deoarece pentru Vo € X produsul unar (n = 1) apartine lui S, z; = =z,
deci x € S.

Pe de altd parte, oricare ar fi H < G astfel incat X C H, penttrun € Nsi z; € X; i = 1,n avem
T1T2...x, € H i de asemenea dacd x; e X. Deci orice produs n-ar cu factorii z; din X sau inversul
x; ! e X apartine lui H, ceea ce arati ci S C H. Am demonstrat astfel cii S este cel mai mic subgrup
al lui G care-1 contine pe X, deci S =< X >.

1.2.13 Observatii. 1°. Daca elementele multimii X comutsd doud cate doud intr-un produs, atunci
factorii de acelasi fel conduc la puteri intregi, adica

<X >= {x’flmﬁ’

neEN; ki, ky €Z: :p,-eX;z':Ln}.

Evident < X > este grup abelian.
In particular, dacd X = {aq,...,am} este o multime finitd gi elementele comutd intre ele, atunci
subgrup generat de ele este

k km .
<A1y eeny Qg >= {all...am s k1, ki € Z} .

20, Dacid z = {a}, atunci grupul abelian generat de a, numit ciclic, este format din puterile intregi
ale lui a

<a>={dkeZ}.

Distingem doua cazuri: grupul ciclic este infinit daca toate puterile lui a sunt distincte, respectiv
finit daca dp, q € Z astfel incat a? = af.

Exemplul 1.2.5.1° ne araté ci orice subgrup al grupului aditiv al intregilor este ciclic si anume
nZ =<mn >, unde n € N.

39, In cazul notatiei aditive, daci (G, +) este un grup si X C G, atunci:

<X>:{:E1+x2+...+xn;n€N; z; € X sau —xieX;i:ﬁ}.

Dacd X = {a} atunci < a >={ka;k € Z} .
1.2.14 Exemple. 1° Pentru grupul aditiv al numerelor reale (R,+), subgrupul generat de

X = {V2,V3} este:
< V2,3 >= {klx/ﬂ kov/3; Ky, ko € Z}.

20, Pentru grupul multiplicativ al numerelor complexe (C*,-), subgrupul generat de
s m
€ = cos — + isin — este
n n
<e>={fkez}={1¢¢.,e""}

deoarece €™ = 1. Acesta este subgrupul ciclic al radécinilor de ordinul n al unitatii, numit si grupul
unitatilor de ordinul n, notat de obicei prin U,.
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1.3 Ordinul unui grup si al unui element al grupului. Grupuri
ciclice.

1.3.1 Definitii. Fie (G,") un grup. Prin ordinul siu notat ordG intelegem cardinalul multimii G,
deci ordG = | G|.

Fie a € G. Prin ordinul elementului a¢ intelegem cel mai mic numar natural nenul n € N* astfel
incat a™ = e, unde e este elementul neutru al grupului. Scriem orde = n. Daca nu exista n € N* cu
aceasta proprietate, adica a™ # e,Vn € N* atunci spunem ca ordinul lui @ In grupul G este infinit si
scriem ord a = oo.

Propozitia de mai jos demonstreaza ca ordinul unui element coincide cu ordinul grupului ciclic generat
de a, deci orda =ord< a >.

1.3.2. Propozitie. Fie (G,-) un grup multiplicativ, a € G si 1 elementul neutru al grupului:

1°. dacd ordinul lui a este infinit atunci a* =1 < k= 0;

20. dacd orda = n, n € N*, atunci < a >= {a*; k=0,1,...,n — 1}.

3°. dacd orda = oo, atunci i,j € Z;i # j = a' # a’ si prin urmare, < a > este grup ciclic infinit.

Demonstratie. 1°. Daci a* = 1 si k # 0 atunci, a*™ = 1 pentru orice m € Z*. Fie n = min{m €
N*, a*™ = 1}. Avem atunci: < a >= {a® = 1,a?,...,a" 1}, deci ord< a > este finit, contradictie. Daca
k = 0, atunci evident a® = 1.

20, Daca ord a = n, fie H = {a*; k = 0,1,...,n — 1}. Evident H C< a >= {a*;k € Z}. Deoarece
ord< a >= n, elementele lui H sunt dou& cate doua distincte. intr—adevér, daca exista i,j € N*;
0 <1i < j < n astfel incat a’ = a7, atunci inmultind egalitatea cu e * avem ¢’ * = lsicum 0 <i < j <n
aceasta contrazice minimalitatea lui n din definitia ordinului lui a. Deci H are efectiv n elemente.

Pentru orice element a* €< a > avem a* € H deoarece aplicand lui k € Z teorema impartirii cu rest
prin n, exista q,r € Z astfel incat k = ¢-n+r cu 0 <r < n. De aici avem a* = (a")?-a" =1-a" € H.

Am demonstrat astfel cd < a >C H i cum H C<a > rezultd < a >= H = {a%a',...,a""'}.

3%, Presupunem ci a' = o’/ pentru anumiti i,j € Z si i < j. Atunci =% = 1 §i cum orda = co
rezulta j — i = 0, contradictie.

1.3.3 Observatie. In cazul unui grup notat aditiv (G, +) ordinul lui a € G se defineste ca cel mai
mic numéar natural nenul n astfel incat na = 0 unde na = a + ... + a, insumarea lui a efectuandu-se de n
ori.

1.3.4 Exemple. 1°. In (C,-) elementul i are ordinul 4 deoarece < i >= {i;i? = —1;i® = —1;i* = 1},

27 2
iar elementul € = cos — 4+ isin — are ordinul n intrucat < ¢ >= {1 €, €2 ”_1} . Tot In acest grup

elementul 1 are ordmul 1, iar —1 are ordinul doi, < —1 >= {-1,1}. Elementul 2 are ordinul infinit
deoarece 28 =1 & k = 0.

20, In (R, +) elementul 1 are ordin infinit deoarece nl =0 < n = 0. Evident < 1 >= Z gi ordinul
grupului (Z, +) este infinit, |Z| = xo

30, In grupul aditiv al claselor de resturi modulo n, (Z,,+), unde Z, = {6, T, 7n/—\l} avem
= {k ~T; ke Z} =<1 >, deci acest grup este ciclic si ord < 1 >= n. Daci n este numir compus

si m divide pe n, atunci existd k € N astfel ca n = mk, iar ordinul lui m este k deoarece m - k = 0.
Spre exemplu in Zlg avem: ord0 = 1; ord6 = 2; 0rd4 —ord8 =3; ord3 —0rd9 = 4; ord2 =ordl0 = 6 si
ord1 =ord5 =ord7 =ord11 = 12. Mai mult Lo =< To>=<b>=<T>=<11 >.

1.3.5 Propozitie. Daca (G, ) este un grup, atunci:

19, unicul element de ordin 1 in G este elementul sdu neutru e;

20, (V)z € G, ordz~! =ordx;

3°. dacd x € G, iar ordz =n gi m € N, atunci 2™ =1 < n | m.

Demonstratie. Afirmatia 1° este evidenti.

20, Fie n € N. Pentru orice z € G avem (z )" =e & 27" =e & 2" = e ! = e. De aici rezulti
ca ordz~! =ordz, cu precizarea ci dacd ordinul lui x este infinit atunci si ordinul lui 2~ este infinit si
reciproc.

3°. Daci 2™ = e si ordz = n, atunci conform teoremei Impartirii cu rest exista si sunt unici ¢, r € N

1
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astfel Incat m = ng + ;0 < r < n. De aici

de unde, cum r < n gi ordx = n rezulta ca r = 0, deci m = ngq si ordn | m. Reciproc, dacd n | m atunci
exista g € N astfel incat m = ngq si

2" =g = (") T=el=e.

1.3.6 Propozitie. Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

Demonstratie. Fie (G,-) un grup ciclic generat de elementul a, deci G =< a > si H < G. Daca
H = {e}, atunci H =< e > este ciclic. Presupunem in continuare cd H # {e}. Atunci H contine
puteri pozitive ale lui a deoarece dacd k < 0 si a* € H, atunci si (a*)~! = a™* € H unde —k € N.
Alegem n = min{k € N*, a¥ € H} si demonstriim ci H =< a™ >. Intr-adevir, deoarece a” € H avem
<a*>CH.

Pentru a demonstra incluziunea inversa, observam ca daca a™ € H pentru un anumit m € Z, atunci
aplicand teorema impartirii cu rest exista si sunt unici ¢, € Z astfel incat m =ng+r, 0 <r <n. De
aici avem

a"=am""MM=a"-(a")"1€ H,

deoarece a™,a™ € H. Din alegerea lui n si faptul ¢ 0 < r < nrezulta r = 0, de unde avem a™-(a™) "9 = e,
deci ¢™ = (a™)? €< a™ >.

1.3.7 Propozitie. Daca (G,-) este un grup ciclic finit de ordinul n $i G =< a >, atunci
G =< ad* >,k €N dacd si numai dacd (n,k) = 1.

Demonstratie. Presupunem ci G =< a >=< a* > si (n,k) = d # 1. Prin urmare exists numerele
naturale n/, k' € N, (n/, k') = 1, astfel incat n = n/d si k = k'd. Atunci (a*)" = (a¥'9)"" = (a9 )¥ =
(a")¥ = e = e. De aici orda* < n/ < n ceea ce conduce la |< aF >| strict mai mic decat |< a >/,
contradictie, deci (n,k) = 1.

Reciproc, daca (n,k) = 1 atunci existd u,v € Z astfel c& nu + kv = 1, de unde a = a
(a™)“ - (a*)? = (a*)?, ceea ce demonstreazi ci a €< a* > si deci G =< a >C< a* >. Incluziunea inversa
fiind evident#, avem < a >=< a* >.

nu+kv

1.4 Relatii de echivalenta induse de un subgrup pe elementele
unui grup

Fie (G,-) un grup si H un subgrup al sdu (H < G) cu ajutorul ciruia definim urmé&toarele doud
relatii pe G:

zpry < x'-y € H; (1)

ropyey -t €H. (2)

In particular, pentru H = {e}, elementul neutru in G, avem x pcy y < 7'y =edeciy =z, adici
piey  silafel pf{e} sunt tocmai relatia de egalitate pe G.

Daca H = G, atunci pg = p; reprezintd relatia universala pe G.

1.4.1 Propozitie. Relatiile py si py anterior definite sunt relatii de echivalentd pe G.

Demonstratie. Relatia py este reflexiva deoarece Vr € G avem 1z =eq € H deci TPHT.

Totodats py este relatie simetrics intrucat daca xpgy, deci z~ 'y € H, atunci, deoarece H este subgrup al

lui G rezultd ci (x_ly)_l € H. Cum (:r:_ly)_1 =y Mo H =y lravemy!

1

-x € H, adica ypgz.
De asemenea din zpyy siyppz < v lye Hsiy '-z € H. Intrucat H este parte stabild a lui G, rezulti
(x~ty)(y~12) € H. Conform asociativititii operatiei binare de grup si existentei elementului neutru avem
x Ny -y )2 =271 2 € H. Aceasta demonstreazi ci zppz, deci relatia py este tranzitiva. Prin
urmare pg este o relatie de echivalenta pe G.

Analog se verificd cd p; este de asemenea o relatie de echivalentad pe G.

15
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1.4.2 Teoremd. Daca (G,-) este grup si H < G, atunci relatiile pg si py determind doud partitii
ale lui G in clase de echivalentd de forma xH respectiv Hx cu x € G, toate clasele fiind echipotente (deci
de acelagi cardinal) cu H, iar mulfimile factor

au de asemenea acelasi cardinal.
Demonstratie. Prin definitie clasa de echivalenta in raport cu pg avand reprezentantul x este

o <x>={y€Guapyyy={yecGarlyc H  ={ycGycrH} =xH

Analog se aratd ci pfy <« >= Hx.

Aplicatia f, : H — xH; f,(h) = xh este injectivd deoarece daci f,(h1) = fi(hz2), deci zhy = xhs,
inmultind la stinga aceast egalitate cu 7! obtinem h; = hy. De asemenea aplicatia este surjectiva. Din
bijectivitatea lui f, rezulta egalitatea cardinalilor |H| = |xH| pentru orice € G. Analog se demonstreaza
cd |H|=|Hz|,V z € G.

Fie g : G/pug — G/ply; g(xH) = Hx~'. Aplicatia g este bine definitd deoarece nu depinde de
alegerea reprezentantilor. Intr-adevir daci oH = yH, atunci (zH)™* = (yH)™! deci H™1 - 27! =
H=t.y=Lgi, cum H este subgrup avem H~! = H. Rezultd de aici Hz~! = Hy !, adicd g(zH) = g(yH).

Analog, aplicatia ¢’ : G/ply — G/pu; ¢'(Hx) = x71H este bine definita.

Intrucat

(g 0g)(=H) =g (9(xH)) =g'(Ha™') = (") 'H = zH

si
(9og")(Hz) =Hz, Vz€G,

rezultd ci ¢ este inversabila, ¢’ = g~ ! si ¢ este bijectie. Aceasta ne arati ca multimile factor de mai sus
sunt echipotente, deci au acelasi cardinal |G/pu| = |G/ply |-

1.4.3 Definitie. Daca (G, ) este un grup si H < G un subgrup al sdu, atunci cardinalul multimii
factor G/pm se numeste indicele lui H in G si se noteazi |G : H].

Observam ca, in particular, |G : {e}| = |G| i |G : G| = 1.

1.4.4 Teorema lui Lagrange. Dacd H este un subgrup ol lui G atunci |G| = |G : H|- |H|.

Demonstratie. Fie z; € G;i € I un sistem de reprezentanti pentru multimea factor G/pg. Deci
lI| = |G/pu| = |G : H|. Cum G/py = {x;H; i € I}, din definitia partitiei unei multimi in clase de
echivalenta rezultd cd G = |J z; H g toate clasele x; H sunt doud cate doud disjuncte. Aceasta impreund

i€l

cu definitia adunarii cardinalilor gi cu faptul c& toate clasele au acelasi cardinal, |H|, iar numérul claselor
este |G : H| conduce la

G| = |wiH|=> |H|=|I|-|H|=|G: H|-|H|.

el i€l

1.4.5 Corolare. 1°. Intr-un grup finit ordinul fiecarui subgrup si indicele lui divid ordinul grupului,
adica |H| | |G| si |G : H| | |G].

20, Ordinul fiecarui element al grupului divide ordinul grupului.

intr—adevér, daca ordz = m, adica ™ = e gi m este un minim cu aceastd proprietate, atunci
subgrupul ciclic generat de z este < x >= {e,z,...,2™ '} deci |[<x >| = m. Corolarul 1° aplicat
acestui subgrup conduce la m | |G].

39. Un grup de ordin prim nu are subgrupuri proprii, el este ciclic.

intr—adevér7 din |G| = numir prim si corolarele 2° gi 1° rezultd ci G este generat de orice element
al sau diferit de elementul neutru, deci G =<z >; z € G \ {e}.

Observam c4, in general, fiind dat un subgrup H < G , clasele xH # Hz si deci G/py # G/ply.

1.4.6 Exemplu. Fie (S3,0) grupul permutérilor de trei elemente,

Sz = {e, (12); (13); (23); (231); (312)},
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e=(1 5 3)ma=(y 1 3)m=(53571)

(23):(} g ‘3);(231):(; ; i’>§1(321)=<;’ : g)

Fie subgrupul H = {e; (12)}. Pentru z = (13) spre exemplu avem

unde

rH = {(13);(231)}
Hzx = {(13); (321)},

iar
G/pr = {H,{(13); (231)}.{(23); (321)}}
G/ ={H,((13); (321)}, {(23); (231)}} .
1.4.7. Aplicatie. Fie G un grup si € G; ordz = n Demonstrati ca pentru orice k € Z; orda* divide
ordinul lui z
Solutie. Deoarece z¥ €< x >, subgrupul ciclic generat de x, si ordinul unui element al grupului

divide ordinul grupului, rezulti c& ordz* divide pe |< x >|. Dar |< x >| =ordz = n, de unde avem ordz*
divide ordz = n.

1.5 Subgrupuri normale

intrebarea, in ce caz clasele de echivalenta avand acelasi reprezentant, in raport cu cele doua relatii
de echivalenta ale unui grup PH si py induse de un subgrup H, ne conduce la un tip special de subgrupuri,
numit subgrupuri normale. In acest caz avem

(xH = Hz, Vz€G) (G/py=G/py) < (pu = py).

1.5.1 Definitie. Daci (G, ") este un grup, subgrupul N < G se numesgte normal (sau invariant

sau divizor normal al lui G) daca
N = Nz; Vz e G.

Notam N «G.

1.5.2 Exemple. 1°. Orice subgrup al unui grup abelian este normal;

20, Grupul insusi si subgrupul format doar din elementul neutru al grupului sunt subgrupuri normale
(improprii);

3%, Centru Z(G) al unui grup (G, -) este subgrup normal.

Intr-adeviir deoarece Z(G)g{z € G;xz = zw;x € G} este subgrup al lui G (vezi exemplu 1.2.5.20)
si Z(G) = Z(G)x pentru orice x € G.

4% Daci H < G i |G : H| =2 atunci H < G.

Intr-adevér din |G : H| = 2 rezults G/py = {H,G\ H} = G/p.

Urmatoarea teorema da mai multe caracterizari ale subgrupurilor normale, utile in aplicatii.

1.5.3 Teorema. Dacd (G,-) este un grup si N < G un subgrup al sdu, atunci sunt echivalente
urmdatoarele afirmatii:

1. N 4 G;

20, pn = ply;

30. G/pn = G/ply "= G/N;

. VreGVneN3In eN;an=nz;

50.Vve € G, Vn€N; 2z 'nz € N;

6. Ve e G, 2 'Nz C N;

V. Ve eG, 27Nz = N.

Demonstratie. Primele trei echivalente sunt evidente conform Teoremei 1.4.2. Observam ca
pn = ply dacd gi numai dacd py < & >= ply < x > adicd x- N = N -z, Vo € G, ceea ce este
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echivalent cu aceea cd Vo € G g1 Vn € N existd n’ € N astfel incat z-n’ = n-z. De aici inmultind ultima
egalitate cu ~! obtinem 2 'nx = n’, deci x 'nxz € N i totodatd ' Nz C N.

De asemenea avem x~ !Nz = N si implicatiile inverse.

1.5.4 Propozitie. Intersectia oricarei familii de subgrupuri normale ale unui grup este subgrup
normal al acelui grup.

Demonstratie. Fie N; <G; i € I o familie de subgrupuri normale ale grupului G si N = [ N;. S-a

iel
demonstrat in paragraful 1.2 ca intersectia oricarei familii de subgrupuri ale unui grup este subgrup al
acelui grup. Totodatd, cum N; este subgrup normal al lui G, pentru orice x € G si pentru orice n € (| N;
iel
avem n € N; si 2~ 'nz € N, oricare ar fi i € I. Atunci 2 'nz € (| N; = N.
iel

Se demonstreaza usor afirmatia ©

1.5.5 Propozitie. Daca Hy,Hy sunt subgrupuri ale grupului (G,-), atunci multimea
HyHy = {hy - ho;h; € Hi;i = 1,2} este subgrup al lui G dacd si numai dacad HiHy = HyH,.

1.5.6 Corolare. 1° Dacd Ny, Ny sunt subgrupuri normale ale lui G atunci N1 Ny este de asemenea
subgrup normal al lui G;

20 Dacd N1Ny <G atunci in multimea subgrupurilor normale ale lui G existd sup(Ny, No) = Ny Ny;

30 (S8,(G), ©), multimea subgrupurilor normale ale lui G, impreund cu relatia de incluziune formeaza
o latice.

1.6 Omomorfisme de grupuri

1.6.1 Definitii. 1°. Fie (G,-) si (G’, *) doud grupuri. Aplicatia f : G — G’ se numeste omomor-
fism de grupuri daca Vz,y € G avem f(z-y) = f(z) * f(y).

Notam prin Hom (G, G’") multimea tuturor omomorfismelor de la G la G';

20, Omomorfismul f €Hom(G, G’) se numeste izomorfism daci existd omomorfismul g : G’ — G
astfel incat g o f = idg si f o g = idg/. Notam izomorfismul grupurilor G si G’ prin G ~ G';

3%. Un omomorfism de la G la G se numeste endomorfism. Multimea endomorfismelor grupului G
o vom nota prin End G;

49, Un izomorfism de la G la G se numeste automorfism. Multimea automorfismelor grupului G o
vom nota prin Aut G.

1.6.2 Exemple. 1. Incluziunea canonica a unui subgrup S < G, i:S — G; i(z) = x; Vz € S, este
un omomorfism injectiv de grupuri;

2. Aplicatia identica a unui grup in el insusi, idg : G — G; idg(x) = x, este un automorfism al
acelui grup;

3. Aplicatia f : (R,+) — (R*,-); f(xz) = €® este un omomorfism de grupuri deoarece V z,y € G
avem:

fle+y)=e" =e-e¥ = fz)- fy);

4. Aplicatia f : (Z,4+) — (Z,4); f(z) = nz, unde n € N este un numar natural fixat, este un
endomorfism al lui Z deoarece:

fle+y)=n(z+y)=nz+ny=f(z)+ f(y).
5. Daci (G, ) este un grup si a € G este element fixat, atunci aplicatia
iq:(G,) = (G,"); dg(x) =a ' x-a

este un automorfism al lui G numit automorfism interior.
Intr-adevar, aplicatia i, este endomorfism al lui G, deoarece Vx,y € G

“z(aaNya = (e za)(a " wa) = iy ()i (y).

ia(zy) =a”" (zy)a=a
Mai mult, exista j, : (G,-) — (G,); ja(z) = ara™! de asemenea endomorfism al lui G, iar

iq 0 ja(z) = a aza ™ )a = x = j, 0i,(x) pentru orice x € G,
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ceea ce demonstreaza ca i, este izomorfism.

1.6.3 Propozitie. Dacd f € Hom (G,G’) atunci f(eg) = eqr si f(x™1) = [f(x)], simetricul lui
f(z) in (G, ).

Deomonstratie. Din f(z) = f(:z: eq) = f(x) * f(eg) rezulta f(eq) = eqr, lar eqr = f(eg) =
flo-o1) = f(2) + f(a~) implica f(a—) = [f(2)]"

1.6.4 Propozitie. Compunerea a doud omomorfisme de grupuri este de asemenea un omomorfism
de grupuri, adicd f € Hom (G,G') si g € Hom(G',G") implicd go f € Hom(G,G").

Demonstratia este imediata.

1.6.5 Corolare. 1° Multimea endomorfismelor unui grup inzestratd cu operatia de compunere
formeaza un monoid, iar cea a automorfismelor acelui grup formeazda un grup in raport cu compunerea.

Avem deci (EndG, o) = monoid si (AutG, o) = grup.

20 Multimea automorfismelor lui G formeazd un subgrup al grupurilor tuturor aplicatiilor bijective
ale lui G in el insusi, adica (AutG,o) < (B;;G, o).

1.6.6 Aplicatie. Multimea Int G = {i, : G — G; a € G} a automorfismelor interioare ale grupului
G este un subgrup normal al grupului tuturor automorfismelor lui G, deci Int G < Aut G.

Demonstratie. Deoarece i, 04 = ipq §i 3 (iq) "' = i,-1, multimea Int G este subgrup al lui Aut G.
Intr-adevir

igoiy(z) = dq(ip(x)) =iq(b " ab) =a (b ab)a =
= (a ' Yx(ba) = (ba) " z(ba) = ipe(z)

$l lg—1 044 = Ge = iq 0 lg—1, unde i.(z) = x.
Mai mult, pentru orice f € Aut G avem

(fTrodao f)(@) = fTHia(f(2) = f"(a™ f(z)a) =
= [THa TN f(@) N a) = [f(a)] xf(;;:if(a;(x)v

deci f~loigof = ip-1 € IntG ceea ce demonstreaza ca subgrupul Int G este normal.
(a)

Urmatoarea propozitie da o altd caracterizare pentru izomorfismele de grupuri, adicid o definitie
echivalenta care se aplica practic. Precizam ca in continuare vom nota multiplicativ ambele operatii de
grup.

1.6.7 Propozitie. Dacd (G,-) si (G',-) sunt grupuri, aplicatia f : G — G’ este izomorfism de
grupuri daca $i numai dacd f este un omomorfism bijectiv.

Demonstratie. “<”Presupunem ca omomorfismul f este bijectiv. Rezulta cd exista inversa
f1: G — G astfel incat fo f~! =idde si f'of = idg. S& demonstrim ci f~! este omomor-
fism.

Intr-adevir V /.y € G’ , cum f este aplicatia surjectivii, existi z,y € G; f(z) =25 f(y) =¥ i

_ _ f. - op—
Uy = @) f) T T (S (ay) =
= idg(zy) =a-y= 1) fTHY).
Aceasta ne arati ca f~! este omomorfism si deci f este izomorfism.
“= " Daci f: G — G’ este izomorfism atunci din definitia 1.6.1.2° rezultd ci exista g : G/ — G
care este tocmai inversa lui f si f fiind inversabila este bijectiva.

1.6.8 Definitie. Prin nucleul unui omomorfism f € Hom (G,G’), notat Kerf intelegem
multimea elementelor lui G ale ciror imagine prin f este elementul neutru din G’, deci:

Ker f ={z € G; f(x) =ec'}.

Evident Ker f # () deoarece eg € Ker f.
1.6.9 Propozitie. Dacd (G,-) si (G',-) sunt grupuri, f € Hom(G,G"), atunci:

a,b € G; f(a) = f(b) & ab™' € Ker f.
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Demonstratie. Dacd f(a) = f(b), atunci inmultind ambii membri ai egalitatii cu [f(b)]~! si tinand
seama de Propozitia 1.6.3 avem f(a) - [f(b)]™! = ecs de unde f(a) - f(b™1) = eq sau f(ab™!) = e,
adica ab~! € Kerf. Implicatia in sens invers este imediata.

1.6.10 Definitie. Prin imaginea unui grup G printr-un omomorfism f € Hom(G,G’)
intelegem multimea:

Imf=f(G)={yeG |3z eG; flz) =y}

Dacda X C G i Y C G atunci f(X) = { f(x); v € G } este imaginea lui X prin f, iar
YY) ={z € G; f(x) € Y} noteazd contra imaginea lui Y prin f.

Relativ la actiunea omomorfismelor de grupuri asupra subgrupurilor unui grup avem urmatorul
rezultat:

1.6.11 Teorema corespondentei pentru subgrupuri. Dacd f € Hom(G,G') atunci:

1. S<G= f(S) <G,

20, 9 <G' = f1(9)<aG.

Demonstratie. 1°. Pentru orice y,3’ € f(S) exista x, 2’ € S astfel incat f(z) =y si f(2') =9/, de
unde

y- ()7 = f@)[f @) = fla) - f@ ) = flea’T) € £(S).

Deoarece x, 2’ € S si cum S este subgrup al lui G rezultd ca za/ ~' € S.

2. Va2’ € f7YS) = flx),f(z') € §. Intrucat S < G’ rezults f(x) - [f(z/)]"' € S'. Dar
flx)-[f(2"))t / omom. f(@)- f@'™h), deci f(z-2'") € S adicd z-2/ ' € f71(S"), ceea ce demonstreazi
ca f71(S") este subgrup al lui G.

1.6.12 Corolare. Daca (G, ) si (G',-) sunt grupuri, f € Hom(G,G") atunci:

1°. Ker f <G,

20, Imf < G

30, f surjectiv < Imf = G';

49, f injectiv < Ker f = {eg};

50. f izomorfism < Imf = G’ i Kerf = {ec}.

Demonstratie. 1° Din definitia nucleului lui f ca si contraimaginea subgrupului format numai din
elementul neutru din G’, Ker f = f~1({eg'}), cum {ec'} < G , conform teoremei anterioare avem ci si
Ker f este subgrup al lui G.

49 Daca Ker f = {eg} si f(a) = f(b), atunci conform Propozitiei 1.6.9 avem ab~! € Ker f, deci
ab™! = eq, de unde inmultind egalitatea cu b la dreapta rezulti a = b, deci f este injectivi.

Reciproc, daca f este injectiva si « € Ker f, atunci f(z) = eqw = f(eg) implicd = = eq, deci
Kerf ={ec}.

Afirmatiile 2° si 3° rezulta din faptul c& G este propriul siu subgrup, respectiv din definitia surjec-
tivititi.

1.6.13 Teorema corespondentei pentru subgrupurile normale. Dacd (G,-) si (G',-) sunt
doud grupuri i f € Hom(G,G"), atunci:

1) N' <G = f"YN') < Gunde f~Y(N')={x € G; f(z) € N'}

2) (N < G si f este surjectie) = f(N) <4 G’

Demonstratie. 1) Conform teoremei 1.6.11 din N’ < G’ rezultd ca f~(N') este subgrup al lui G.
Totodatd Vo € G sin € f~1(N’), deci f(n) € N’ avem f(z~nz) = [f(z)]7 - f(n) - f(z) € N’ adica
x~nz € f~Y(N’). Am demonstrat astfel ca f~1(N’) < G'.

2) Din proprietatea analoaga pentru subgrupuri, din faptul cd N < G rezulta f(N) < G’'. Pentru
orice y € G', cum f este surjectie, rezultd ca existd x € G astfel incat y = f(x). Atunci Vk € f(N) exista
n € N astfel incat k = f(n). Prin urmare y~tky = [f(z)]7' - f(n) - f(z) = f(z7'nx) € f(N), deoarece
N < G = 2 'nx € N. Am demonstrat astfel ca f(N) < G'.

1.6.14 Corolare.

1) Nucleul omomorfismului f € Hom(G,G'), Ker [ este subgrup normal al lui G.

Intr-adevir, aplicand teorema precedenti pentru N/ = {ec'} < G obtinem f~(eq) = Ker f.

2) Daca omomorfismul f este surjectiv, atunci aplicatia ¢ : S)(G) — S (G), unde

S (G) ={N;N <G;Ker f C N}
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este bijectiva.
Observam ci daci f este omomorfism injectiv de grupuri, f € Hom(G,G"), atunci G = f(GQ) < G'.
1.6.15 Definitie. Spunem ci grupul G se scufunda izomorf in grupul G’ daca existd un omo-
morfism injectiv de la G la G'.
1.6.16 Exemplu. Grupul aditiv al intregilor, (Z,+), se scufunda izomorf in grupul aditiv al nu-

k

merelor rationale, (Q,+), deoarece existd omomorfismul injectiv f : Z — Q; f(k) = T

Urmatoarea teorema ne arata ca studiul grupurilor se reduce la cel al grupurilor de permutari, adica
la cel al aplicatiilor bijective a unei multimi in ea insagi

1.6.17 Teorema lui Cayley. Scufundarea unui grup intr-un grup de permutari. Orice
grup se scufundd izomorf intr-un grup de permutari (grupul translatiilor sale stingi).

Demonstratie. Fie (G,-) un grup, a € G un element fixat si aplicatia t, : G — G; t,(x) = ax
numitd translatie la stdnga. S& notam prin T = {t,;a € G} multimea tuturor translatiilor stangi ale
grupului G. Se verificd c& (T, o) formeaza un grup in raport cu compunerea deoarece Va,b € G

(ta o ty)(x) = ta(ts(x)) = a(bx) = (ab)x = tep(x) = (tg 0 tp) = tap-

Mai mult, pentru orice t, € Tg, I(t,) "t = t,—1 € T si in T existd element neutru, aplicatia identica
pe G, care este tocmai t.,. Deoarece t,(z) = t,(y) implicd ax = ay, de unde inmultind la stdnga cu
a~!, rezultd x = y, avem ci aplicatia t, este injectivii. De asemenea Vy € G, 3z = a~ 'y € G astfel incat
to(a™t) =y, deci t, este surjectie, si aplicatiile ¢, sunt bijectii. Prin urmare, (Tg,0) este un subgrup al
grupului tuturor aplicatiilor bijective definite pe G.

Fie acum f: G — Tg; f(a) =t : G — G. Aplicatia f este omomorfism injectiv deoarece:

fla)=fb)=>ty=ty=ar=>br; Ve € G S a=b

si
flab) =tap =tq 0ty = f(a)o f(b).
Grupul factor al unui grup in raport cu un subgrup al sdu. Am vazut in paragraful 1.5 ca
dacé N este subgrup normal al grupului G, atunci multimile factor G/pn si G/p/y coincid si le notam prin
G/N. Prin urmare G/N = {zN; z € G}. Pe aceastd multime definim o operatie binard multiplicativa:

(21N) - (22N) " (2120)N.

Observam ca operatia este bine definita nedepinzand de alegerea reprezentantilor. Intr-adevar, daca
o, xh € Ggi oy N =2} N iar 29N = 24N, adicd 27 '2} € N i x5 'z}, € N, atunci

1 1

(z1a2) M (2lah) = (a3'ay)(@lay) = 23 (a7 )2y € a5 ' Nahy =
= a5 ' (Nay) =2y ' (ahN) = (z3'2y)N € N.

Se verificd ugor cd G/N impreund cu aceasti operatie este un grup in care elementul neutru este N = eN,
iar simetricul clasei zN este clasa £~ ' N. Intr-adevar,

N :(zN)=(eN)(xN) = (ex)N =aN

si
(zN)(z7'N) = (zz ' )N =eN =N

pentru orice zN € G/N.

1.6.18 Definitie. Dacd N este un subgrup normal al grupului G, atunci grupul (G/N,-) anterior
definit se numeste grupul factor al lui G prin N.

1.6.19 Propozitie. Aplicatia p : G — G/N; p(x) = &N este omomorfism surjectiv de grupuri $i
Kerp= N.

1.6.20 Exemple. Pentru orice n natural subgrupul nZ este normal in (Z, +), grupul factor Z |,,,Zm£at
Z,, se numeste grupul claselor de resturi modulo n. El este ciclic, un generator al sau fiind 1=1+nZ.

Completam cele spuse in paragraful 1.3 relativ la grupuri ciclice cu urmatoarele:
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1.6.21 Teoremi. 1°. Toate grupurile ciclice de acelasi ordin sunt izomorfe intre ele.

20, Oricare doud grupuri ciclice infinite sunt izomorfe.

Demonstratie. 1°. Fie < a > si < b > doua grupuri ciclice de acelasi ordin n, si f :< a >—< b >;

f(@®*)=bv*; k=0,1,...n—1. Deoarece Vk,l € {0,1,...,n—1} avem f(a*-a') = f(a**!) = ¥+l =
bk bl = f(a¥)f(al), f este omomorfism.

Aplicatia g :< b >—< a >; g(b¥) = a*; k =0,1,...n — 1 este de asemenea omomorfism si mai mult:
(f o g)(b¥) = f(g(b*)) = f(a*) = V¥, deci fo g =idcy> si analog go f = id-,~. Am demonstrat astfel
ca f este izomorfism.

20, Presupunem ci G =< a > si G/ =< b > sunt grupuri ciclice infinite. Aplicatia f : G — G’;
f(a*) = (b*) este un izomorfism.

1.6.22 Corolare.

1°.Orice grup ciclic infinit este izomorf cu grupul aditiv al numerelor intregi (Z,+);

20, Orice grup ciclic de ordin n este izomorf cu grupul aditiv al claselor de resturi modulon, (Z,,+)
(si cu grupul unitatilor de ordinul n, U, = {1,e,...,e" "1}, vezi exemplul 1.2.13.29).

Aplicand teoremele de corespondenta pentru subgrupuri obtinem

1.6.23 Teorema. Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic. Imaginea omomorfa a unui grup
ciclic este grup ciclic.

Teoremele de izomorfism au fost date de Emily Noether, teorema fundamentala numita si prima
teorema de izomorfism stand la baza celorlalte.

1.6.24 Prima teorema de izomorfism. Dacd [ : G — G’ este un omomorfism de grupuri, atunci
G/Ker f = Imf.

Demonstratie. Am véazut, conform corolarului 1.6.14.1) ca nucleul Ker f < G. Pe grupul factor
G |ker f definim aplicatia f : G/Ker f — Imf; f (xKer f) = f(z), Vo € G. Aplicatia este bine definita
nedepinzand de alegerea reprezentantilor. intr—adevér, daca x1,x9 € G astfel incat 1 Ker f = zoKer f,
atunci

1Pk er ;T2 & zi'zs € Ker f & f(21) = f(x2)

conform propozitiei 1.6.9.
Aplicatia f este un omomorfism de grupuri deoarece V1,22 € G avem:

f (ziKer f)(zaKer f)) = f ((ziz2)Ker f) = f(z122) =

f(x1)f(z2) = f (v1Ker f) - f (vaKer f).

Mai mult, daci x1,22 € G astfel incat f (x1Ker f) = f (z2Ker f), deci f(x1) = f(x2), atunci
[f(x1)] "' f(x2) = e. De aici avem f(x]'2s) = eq, deci 7 'zy = Ker f, adicd z1Ker f = zoKer f.
Aplicatia f este evident surjectiva deci f este izomorfism.

1.6.25 Aplicatii. 1) Fie (R,+) grupul aditiv al numerelor reale, (C*,-) grupul multiplicativ al
numerelor complexe nenule si aplicatia f : R — C*; f(x) = cos 27z + i sin 2rz. Deoarece conform regulii
de Inmultire a numerelor complexe scrise sub forma trigonometrica avem:

f(@1) f(x2)

(cos 2mxy + isin 2wx ) (cos 2mag + isin 2mxg) =
cos 2m(x1 + o) + isin 2w (x1 + x2) = f(x1 + x2)

aplicatia f este omomorfism de grupuri. Imf este subgrupul lui C* format din toate numerele complexe de
modul 1 Intrucét |cos 2wz + isin 2z = 1 i oricare ar fi z € C* astfel incat |z| = 1 avem z = cost+isint,

t
deci exista, © = by astfel invat f(z) = z. De asemenca
m

Kerf = {zeR;f(zx)=1}={x € R;cos2mz +isin2mrzx =1} =
= {zeRjcos2mr=1gi sin2nrzx =0} ={x =k cZ} =Z.

Aplicand prima teorema de izomorfism, rezultd cid R/Z este izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor
complexe de modul 1.

2) Fie U = {x € C;3n € N; 2" = 1}. S4 se arate ci:

a) U este subgrup al lui (C*,-);
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b) Grupul cat (Q/Z,+) este izomorf cu (U, ).

Solutie. a) Multimea U este nevida pentru ca existd 1 € U. Mai mult, Vz1,29 € U = Im,n € N*;
2" =1, 28" = 1 = Ip = [m,n| cel mai mic multiplu comun al numerelor m si n astfel incat (22, )P = 1,
de unde 2,2, ' € U.

b) Se aplica prima teoremi de izomorfism omomorfismului Q/Ker f ~ Imf, deci Q |z~ U.

k k k
Fie f:Q—-C*; f > = cos2—7 + isin2—m. Aplicatia f este omomorfism al grupurilor (Q, +) si
n n n

k
(C*,-), deoarece Vﬁ’ % € Q; k,p € Z; n,m € N* avem:
k k k
f(—i—p) = cos 2 (+p>7r+isin2 <—|—p) =
nom nom nom
k k k
= (cos27r+isin27r> (cos2£7r—|—isin2£ﬂ') =f () - f (2) .
n m m m n m

Ker f = {k € Q; f(k> 1} = {k GQ;COS%WI;SHI%WO} =
n n n n n

k 2k k k
:{GQ;7T:2]€/7T;kl€Z}:{€Q;:k/EZ}:Z.
n n n n

Mai mult,

si Intrucat [f (%)}n = 1 avem Imf C U. Totodata, oricare ar fi z € U, exista n € N* astfel incat
2™ =1, deci este o radacind de ordinul n a unitdtii. Prin urmare existd k € {0,1,...n — 1}, astfel ci

2k 2k k
Z = COos i} + ¢ sin I f (), adica z € Imf, ceea ce demonstreaza ca U C Imf, deci U = Imf.
n n n



Capitolul 2

Inele

2.1 Inele. Subinele. Definitii. Exemple.

2.1.1 Definitii. Fie R o multime nevida inzestrata cu doua legi de compozitie interne, una notata
aditiv si alta multiplicativ +, - : R? - R
a) Tripletul (R, +,+) se numeste inel daca

19 (R, +) este un grup abelian, numit grupul subiacent inelului;
20 (R, -) este un semigrup;
30 operatia notatd multiplicativ este distributiva fatd de cea notati aditiv, adica

(Ma,b,c € Rya(b+ ¢) = ab+ ac; (a + b)c = ac + be;

b) Daca intr-un inel (R, +, -) exista element neutru fata de operatia multiplicativa ”.”, notat prin 1, numit
element unitate, adicd (R, -) este un monoid, atunci inelul se numegte unitar sau cu unitate;
¢) Daca intr-un inel (R, +,-) operatia ” -7 este comutativa atunci inelul se numeste comutativ.

Mentiondm cé, mai general, inelul se defineste ca un triplet (R,+,-) in care (R,+) este grup abelian,
(R, ) este grupoid si operatia ” -7 este distributivd fata de operatia 7 + 7, inelul definit de noi in 2.1.1a.)
numindu-se inel asociativ.

In cele ce urmeazi noi vom trata doar inelele asociative.

Ca si consecinte directe ale definitiei inelului avem urmatoarea

2.1.2 Propozitie. Reguli de calcul in inele. Dacd (R, +,-) este un inel, 0 € R elementul sau
neutru fatd de adunare, numit zero, atunci:

1°.a-0=0-a=0;Va€R;
2°. Va,b € R; a(=b) = (—a)b = —ab i (—a)(—b) = ab;
3°. Vae RsineN avem

(~a)" =

a™, daca n este par
—a”, daca n este impar

4°. Va,b € R;i=1,n;m € Nja(by + ... + by) = aby + ... + aby;

5°. Dacad a,b € R si ab = ba, atunci avem

(a + b)n — chan—kbk;
k=0

24



2.1 Inele. Subinele. Definitii. Exemple.

Demonstratiile sunt simple exercitii, precizam ca proprietatea 2.1.2.5° se face prin inductie dupa n.

2.1.3 Definitii. a) Fie (R,+,) un inel. Un element a € R\{0} se numesgte divizor al lui zero la
stanga (la dreapta) daci existd b € R\{0}, astfel incat ab =0 (3¢ € R\{0}; ca = 0);

b) Fie (R, +, ) un inel unitar. Elementul a € R se numeste inversabil daca existd b € R astfel incat
ab = ba = 1;

¢) Numim domeniu de integritate un inel comutativ, unitar cu 1 # 0 si fara divizori ai lui zero.

Se demonstreaza usor ca au loc urmatoarele proprietati:

2.1.4 Propozitii. a) Multimea elementelor inversabile ale unui inel unitar (R,+,-), notatd U(R),
formeaza un grup multiplicativ numit grupul unitatilor lui R;

b) Un element inversabil al unui inel nu este divizor al lui zero (nici la stinga, nici la dreapta).

Demonstratie. a) Fie U(R) = {z € R;32~' € Rjza~! =2 'z =1} . Daci a,b € U(R) atunci
ab € U(R) deoarece existd (ab)~! = b~ta~! si dacd a € U(R), atunci (a=!)~! = a, de unde avem ca si
a~t € U(R). De aici rezulta ca U(R) formeazi un grup multiplicativ.

b) Fie elementul a € U(R) astfel incat a este divizor al lui zero la stdnga in R. Deci exista b € R\{0}
astfel incat ab = 0. Deoarece existd a=! € R avem b= (a ta)b=a"'(ab) =a=!-0=0, deci b = 0, ceea
ce este fals.

2.1.5 Exemple. a) (Z,+,-) este domeniul de integritate; (2Z, +, -) este inel comutativ fara unitate;

b) (Zn,+, "), unde Z,, = {6, 1,... ,71/51} sunt clasele de resturi modulo n este inel unitar. Elementele
inversabile ale lui Z,, sunt clasele de resturi 7. unde r este prim cu n, deci U(Z,,) = {7; (r,n) = 1};

c) Fie X o multime nevida si R un inel. Pe multimea R¥ a functiilor definite pe X cu valori in R
definim operatiile de adunare i inmultire astfel

[r9: X = R (f+9)(x) = f(z) +g9(2); (fg)(x) = f(z) - g(z); 2 € X.

Tripletul (RX,+,-) este un inel cu elementul zero aplicatia § : X — R;0(z) = Og;x € X. Daci R este
inel cu unitate atunci RX este inel unitar avand ca unitate aplicatia § : X — R;6(z) = 1g;2 € R.
d) Fie R o multime si m,n € N. Aplicatia

A:AL ... om}x{l,...;,n} = R

se numegte matrice de tipul (m,n) cu elemente din R.
Notam A(%, j) = a;; € R. Scriem
aill co. Q1p
A =

Gm1 cee OGmp

sau pe scurt (a;;),_15,- Pentru m = n , matricea A se numeste matrice patrata.

j=1n
Vom nota prin M, ,,(R) multimea matricelor de tip m,n cu elemente din R. Daca (R, +,-) este un
inel, atunci operatiile din R induc doud operatii pe multimea M,, ,(R) in raport cu care M, ,,(R) este

un inel §i anume: dacd A = (ai;);_177; B = (bij);,_177, atunci
j=1n j=1n
A+ B = (aij)j—1m §1 A* B = (aijbij) i1 -
j=Tn j=Tn

Se verificd ugor ca (M., ,(R),+,*) este inel (unitar dacd R este inel unitar, unitatea lui fiind matricea
in care toate elementele sunt egale cu unitatea).

Dupa cum se stie din liceu, acest tip de produs ” *” nu este utilizat, ci se defineste Inmultirea unei
matrici A = (ai;) € My n(R) cu matricea B = (b;;) € My, ,(R) astfel incat AB = (¢;j) € M p(R),

n
unde ¢;; = > a;;by; (aga zisa inmultire ”linii pe coloane”).
k=1

In multimea M,,(R) a matricilor patrate de ordinul n cu elemente dintr-un inel R pot fi inmultite

”linii pe coloane” oricare doua matrici.

”
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Se verifica usor ca (M,,(R), +, *) este un inel (necomutativ, chiar daca R este inel comutativ). Daca
R este inel cu unitate atunci si M,,(R) este inelul cu unitatea I,, = (5ij)¢j:1,77 unde d;; este simbolul lui
1 pentrui=j
0 pentru i # j
matricele A = (a;;);;,_77 cu a11 # 0 si a;; = 0 pentru (4,5) # (1,1) si B = (byj);;—77 €W bpn # 0 si
b;j = 0 pentru (i, j) # (n,n), sunt diferite de matricea nula, dar produsul lor AB = O,.

e) Fie (G, +) un grup abelian gi EndG multimea endomorfismelor grupului. Ea poate fi organizata
ca un inel cu unitate In raport cu adunarea gi compunerea endomorfismelor. Astfel, daca f,g € EndG
atunci definind f+¢g: G — G;(f+g)(x) = f(x)+g(x) si fog: G — G;(fog)(x) = f(g(x)) se verificd
ugor ca f + g, fog € EndG si cd (EndG,+,0) este un inel cu unitate (endomorfismul identic). Grupul
unitatilor (a elementelor inversabile) acestui inel este AutG, adica cel al automorfismelor grupului G.

f) Pe o multime cu un singur element A = {a} exista o singura operatie, pe care considerand-o atét
"+” cat si ”-” obtinem un inel comutativ cu unitate in care 1 = 0 = a, numit inel nul.

g) Fie (G, +) un grup abelian G # {0}. Definind - : G> — G; z -y = Og, obtinem un inel comutativ
fara unitate in care orice element este divizor al lui zero, (G, +, -) numit inel de patrat nul, caracterizat
de egalitatea G®> = G - G = {0}.

Kronecker, adica d;; = { . Mai mult, inelul M, (R) are divizori ai lui zero. Intr-adevar

2.1.6 Definitii. Fie (R,+,-) un inel si S o multime nevida a lui R. S se numegte subinel al lui R
(notadm S < R ) daca operatiile definite pe R induc pe S operatii algebrice in raport cu care la randul S
este inel.

Daca R este un inel unitar, S un subinel al lui R si unitatea inelului apartine lui S, deci 1 € S, atunci
spunem ca S este un subinel unitar al lui R. Practic, in aplicatii se utilizeaza urmatoarea propozitie

2.1.7 Teorema de caracterizare a subinelelor unui inel. Dacd (R,+,:) este un inel si
0 # S C R, atunci sunt echivalente afirmatiile

10 S este un subinel al lui R;

209) V)z,ye S=z—yeS& (S, +) <(R,+) s

i) (V)z,ye S=zyeS.

Demonstratia este simplu exercitiu, ea se bazeaza pe teorema de caracterizare a subgrupurilor unui
grup.

2.1.8 Exemple. 1°. R si {0} sunt subinele ale lui R numite subinele improprii;

20. Subinelele lui (Z, +, -) sunt de forma nZ = {nk; k € Z} unde n € N, singurul inel unitar fiind Z.
Verificarea este simplu exercitiu;

3°. Subinelele lui (Z,, +, -) coincid cu subgrupurile ciclice ale grupului subiacent (Z,,, +) prin urmare
<d>= {k‘c/l\, k € Z}, unde d divide pe n;

49, Daca R este un inel atunci multimea elementelor din inel care comuti cu orice element al lui R
deci, Z(R) = {z € R;Vx € R; zx = xz} este un subinel numit centrul lui R.

Intr-adevir, deoarece 0 € Z(R) avem Z(R) # (). Daci a,b € Z(R), atunci pentru orice = € R avem
(a+b)x =ax+bxr=xa+xb=1x(a+Db), deci a+ b€ Z(R) . Totodata

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (za)b = z(ad),

deci ab € Z(R) si
(ma)z = —(ax) = —(za) = x(—a),

deci —a € Z(R), ceea ce demonstreaza ca Z(R) < R.
Se demonstreaza ugor urmatoarea afirmatie:
2.1.9 Propozitie. Dacd (R, +,") este un inel, atunci oricare ar fi familia de subinele (S;,i € I) ale

inelului, intersectia lor, [ S;, este de asemenea subinel al lui R.
il
2.1.10 Definitie. Fie (R, +,-) un inel si X C R o submultime a inelului. Prin subinelul generat de
X, notat < X >, intelegem intersectia tuturor subinelelor lui R care il contin pe X, deci

<X>=((S; S<R XCS).

Are loc urmaéatoarea
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2.1.11 Teorema. Multimea subinelelor unui inel formeazd o latice completa in raport cu incluziunea.
Intr-adevér, data fiind familia de subinele (S;);es ale inelului R avem

inf(S)icr = () Si,

el
iar
sup(Si)ier =< U Si > .
el
2.2 Ideale

2.2.1 Definitie. Fie (R, +,) un inel. O submultime nevidd H a lui R se numegte ideal la stanga
(la dreapta) lui R daca

1°. V)o,ye H=x—y€ H;

20, V)a€ R,Vz € H=ax € H (za € H).

Notam H <, R (H <4 R).

Un ideal drept care este in acelasi timp si un ideal stang se numeste ideal bilateral sau simplu
ideal in R; notam H < R.

2.2.2 Observatii. a) Din conditia 1° a definitiei rezulta ci (H,+) este un subgrup normal al
grupului subiacent inelului, deci 0 € Hsi (V)x € H = —x € H;

b) Orice ideal la stanga (dreapta, bilateral) este subinel al lui R. Reciproca nu este adevaratd. Ca
un contraexemplu: Inelul numerelor intregi Z, este subinel al inelului numerelor rationale (Q,+,-) dar
nu este ideal in Q.

2.2.3 Exemple. a) R si {0} sunt ideale in R;

b) Idealele lui Z coincid cu {nZ} deci coincid cu subinelele lui Z;

¢) Idealele lui Z,, coincid cu subinelele lui Z,;

d) Daca R este un inel gi @ € R un element fixat in R, atunci multimea

aR:= {ax | x € R},

respectiv
Ra :={za | x € R},

respectiv

n
RaR = {inayi | z;,y; € Ryi=1,n;n € N}
i=1

este ideal la dreapta, respectiv la stdnga, respectiv ideal bilateral al lui R numite idealul principal (la
dreapta, respectiv la stanga, respectiv bilateral) generat de a € R.

2.2.4 Observatii. a) In inelul numerelor intregi Z si in cel al claselor de resturi modulo n, toate
idealele sunt principale.

b) In inelele comutative existd un singur concept de ideal.

2.2.5 Propozitie. Fie R un inel unitar st H un ideal al lui R la stanga, la dreapta respectiv
bilateral. Avem H = R daca si numai daca H confine un element inversabil din R. Pe scurt

H<R, UR)NH#A0< H=R.

Demonstratie. Fie H <R si H =R atunci 1 € H si 1 € U(R).

Reciproc, dacd H < R si existd u € U(R) N H, atunci existd v € R astfel incat wv = vu = 1. Oricare
arfir€ Ravemz =z-1=x(v-u) = (zv)-u € H deci RC H. Cum H C R, rezultd R = H.

2.2.6 Propozitie. Dacd R este inel si (H;)ier o familie de ideale la stanga (dreapta, bilateral) ale

lui R, atunci intersectia (| H; este ideal de acelasi tip al inelului.
iel
Demonstratie. Demonstratia este imediata.
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2.2.7 Definitie. Fie R un ideal si submultimea X C R. Intersectia tuturor idealelor la stanga ale
lui R care-l contin pe X se numegte idealul stadng al lui R generat de X, notat prin (X |. Deci

(X |=n{H; H<; R; X C H}.
Analog se definesc idealul drept generat de X, notat prin | X),

| X)=n{H;H <, R; X CH}
si idealul bilateral generat de X, notat (X)

(X)=n{H;H<R; X CH}

Multimea X se numeste multime de generatori ai idealului (X |,| X) respectiv (X).

Daca X este o multime finita atunci idealele generate de ea se numesc finit generate.

2.2.8 Observatii. 1°. Dacid X = () atunci avem ( |=| 0) = (0) = {0}.

20, Idealele (X |,| X),(X) sunt cele mai mici ideale stangi, drepte, respectiv bilatere care contin
multimea X.

2.2.9 Propozitie. Fie R un inel unitar si X o submultime nevida a lui R. Atunci avem

(X |= {Zaixi‘ n € N;a; GR;xiEX;il,n}
i=1

n

| X) = {Z xiai| n € Nya; € R; x; GX;izl,n}
=1

1

A
(X) = {Z alxlbzl n €N;a;,b; € R;x; EX,Z:].,TL}

adica, idealul stang, drept, respectiv bilater al unui inel unitar R, generat de X sunt formate din multimea
sumelor finite de elemente din RX, X R, respectiv RXR.

n —_—
Demonstratie. Fie H' = {Z a;T; | neN;aq; € Rjz; € X; 1= Ln}. Oricare ar fi u,v € H, deci

i=1

n m
u:Zaixi; v:ijsc;; n,m €N; a;,b; € Ry xy,25 € X5 i=T1,n; j=1,m,

i=1 j=1
n+m
diferenta w — v = H’, fiind o suma de acelasi tip si anume u —v = ) ¢z, unde
i=1
o - ap  pentruk=1n )
k= —bp_ppentruk=n+1,n+m ’
o T pentru k =1,n
LA x_, vpentruk=n+1n+m

n

De asemenea, (V)a € R si (V)u € H avem au = Y (aa;)z; € H' deci H' este ideal stang in R. Cum R
i=1

este inel unitar pentru orice z € R avem z = 1 -2 € H' rezultd X C H' si prin urmare

(X |c H. (1)

n
Daca H este un alt ideal stang al lui R astfel incat X C H, atunci rezultd ca orice suma de forma Y a;z;
i=1

din H' apartine de asemenea si lui H (deoarece z; € X C H) si prin urmare H' C H. Intrucat H este
oarecare, rezulta ca
H CnN{H;H<,R;XCH}=(X]|.

Din (1) si (2) rezultd ca H' = (X |.
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2.2.10 Observatie. Idealele stangi, drepte, bilatere generate de un element ¢ € R al unui inel
unitar R, notate prin (a |, | a) respectiv (a) sunt tocmai idealele principale ale lui R gi anume, aR, Ra
respectiv RaR definite in exemplul 2.2.3.d). Deci

(a |=aR; | a) = Ra; (a) = RaR.
In particular, daca R este comutativ si unitar, atunci avem
(a) ={ra+mna|r € R;n €Z}.
2.2.11 Definitie. Fie (H);cs o familie de ideale ale lui R de acelagi tip. Idealul generat de reuniunea
lor, |J H;, se numeste suma idealelor si se noteaza prin > H;.

iel iel
Avem

ZHZ:{ZL’“ + X +... .+ T, |Tl€N,(Elk Gszak: 1,n; 0 GI}
el

Daca multimea de indici I este finita, I = {1,2,...,n} atunci

ZHi:{xl +Zo+...2 | x; € Hiji =1,n}.
i=1

S& notam prin Lg (R), Lp(R) respectiv L5(R) multimea idealelor stangi, drepte, respectiv bilatere ale
lui R. Din cele mai inainte demonstrate rezulta ca oricare ar fi o familie (H;);er de ideale de acelasi tip
ale idealului R, in multimea (L(R), C) exista

iIlf (Hi)iel = m I’IZ
el

inf (H;);e; = (U H) => H.
il iel

Avem prin urmare

2.2.12 Teorema. Multimile idealelor de acelast tip ale unui inel R, stangi, drepte, bilatere
(Ls(R),C); (Lp(R),Q), respectiv (Lp(R),C) sunt latici complete. Laticea idealelor unui inel R este
sublatice a laticei subgrupurilor grupului subiacent (R, +).

Ultima afirmatie rezultd din faptul cd orice ideal a lui R este subgrup normal al grupului (R, +).

2.2.13 Corolar. Daca H;, Hs sunt ideale ale inelului R, atunci

Hy, + Hy = {x1 + x2; 21 € Hy;22 € Ho}
este un ideal al lui R si
sup{Hy, Hy} = H, + H,.

2.2.14 Observatie. Prin calcul direct se verifica ca daca S este subinel al inelului R, iar H ideal al

lui R, atunci
S+H={a+uaecS;ue H}

este subinel al lui R. R
2.2.15 Exemple. In inelul M>(R) al matricilor patrate de ordinul doi cu elemente dintr-un inel
comutativ gi unitar, multimile

H1:{<8 Z);a,beR}; H2:{<Z 8>;a,b€R}

sunt ideale la stdnga dar nu sunt ideale la dreapta ale lui Ma2(R). Suma lor Hy + Hj este tocmai M (R),
iar produsele lor sunt H1Hy = Hs §i HoH1 = H;.
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2.3 Omomorfisme de inele

2.3.1 Definitie. Fie (R,+,-) si (R',+,-) inele. Aplicatia f : R — R’ se numeste morfism (sau
omomorfism) de inele daci pentru orice x,y € R avem

flx+y) = fl@)+ fly); flzy) = f(z)f(y).

Dacd R gi R’ sunt inele unitare gi in plus avem f(1g) = 1g atunci f se numesgte morfism unital de
inele.

Un morfism al inelului R in el insusi se numeste endomorfism.

Fie Hom(R, R') multimea morfismelor de la inelul R la R'.

2.3.2 Observatii. 1°. Exist# cel putin un morfism de la R la R’ si anume aplicatia 6 : R — R’;
0(z) = Ops este un morfism de inele numit morfismul nul.

Mai mult, chiar daci R si R’ sunt inele unitare existd morfisme neunitare de la R la R, un astfel de
exemplu fiind tocmai cel nul.

Dacd R # {0} atunci exista cel putin doud morfisme de la R la el insusi i anume cel nul 6 si cel
identic idr : R — R; idgr(x) = x.

20, Daca f este morfism de inele, atunci f este un morfism al structurilor de grup, subiacente inelelor.
De aici avem

f(Or) = Opsi Vo € R; f(—x) = —f(2).

39. Dacd R si R’ sunt inele unitare si f : R — R’ este morfism unital de inele, atunci el induce un
morfism de la grupul elementelor inversabile din R, U(R) la cel al elementelor inversabile din R’, U(R).

Intr-adeviir, daci a € U(R) atunci existd o’ € R astfel incit a-a’ = o’ - a = 1, de unde avem
fla)- f(a') = f(d') - f(a) = 1 si deci f(a) € U(R'). Mai mult, notand prin a~! respectiv [f(a)]™"
simetricele lui a, respectiv f(a) in raport cu operatia multiplicativa definitd in cele doud inele avem

fla™) =[f(a)]™", Va € U(R).

Se verifica imediat urmatoarea afirmatie

2.3.3 Propozitie. Compunerea a doud morfisme de inele este tot un morfism de inele,adica daca
f € Hom(R,R') si g€ Hom(R',R") atunci go f € Hom(R, R").

2.3.4 Definitii. Un morfism de inele f : R — R’ se numegte morfism injectiv sau monomorfism
daca aplicatia f este injectiva. El se numegte omomorfism surjectiv daca f este surjectiva. Un morfism
de inele f : R — R’ se numeste izomorfism al inelelor R gi R’ (notdm R ~ R’) daci existd morfismul
g: R — R astfel incat go f =idg si fog=idr. Un izomorfism f : R — R se numeste automorfism
al inelului R.

Prin nucleul unui morfism de inele f : R — R’ intelegem multimea

Kerf=xz€R; f(z)=0p.

Urmatoarea teorema da o alta caracterizare a izomorfismelor de inele, mai ugor de aplicat.

2.3.5 Propozitie. Un morfism f: R — R’ de inele, este izomorfism dacd si numai dacd este un
morfism bijectiv, deci aplicatia f este bijectiva.

Demonstratie. Daca f este un izomorfism atunci conform definitiei 2.3.4, f este inversabil ceea ce
implica ca f este bijectiv.

Reciproc, daca f : R — R’ este o bijectie atunci aplicatia f este inversabila, deci existd f~' : R’ — R
astfel incat f~1o f=1gsi fo f~! =1g.

S& demonstriam cii f~! este un morfism de inel. Intr-adevir, f fiind surjectie, oricare ar fi /.y’ € R’
existd x,y € R astfel incat f(z) =2’ si f(y) =9 sidecix = f~1(2') siy = f~1(y'). Avem atunci

[N y) = @) fy) = () =
= (flof)ay) =ay=f"@") '),

ceea ce demonstreaza ci f ! este morfism de inele.



2.3 Omomorfisme de inele 31

Deoarece f este un izomorfism al grupurilor subiacente (R, +) si (R',+), atunci f~! este izomorfism
al acestor grupuri si deci f=1 (2’ +y') = f~1(2") + f~1(¥).

2.3.6 Teorema de corespondenti pentru subinele si ideale. Dacd R si R’ sunt inele si
f € Hom(R, R") atunci

1°. Dacd S este un subinel al lui R, atunci f(S) este subinel al lui R';

20, Dacd S’ este subinel al lui R’ atunci contraimaginea lui S', f~1(S") ={x € R| f(z) € S'} este
deasemenea subinel al lui R;

3°. Dacd H este un ideal stang, (drept respectiv bilateral) al lui R si f este un morfism surjectiv de
inele atunci f(H) este un ideal de acelasi tip al lui R';

4°. Dacd H' este un ideal stdng, drept respectiv bilater al lui R' atunci contraimaginea lui H' prin
f, f~Y(H'"), este un ideal de acelasi tip al lui R.

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia 3° spre exemplu. Deoarece (R, +) este un grup abelian
si (H,+) este un subgrup normal al lui (R, +), iar f: (R,+) — (R, +) este un omomorfism de grupuri,
rezulta ca (f(H),+) este subgrup normal al lui (R', +).

Fie H un ideal stang in R. Oricare ar fi b € R/, intrucat f este surjectie, existd x € H astfel incat
b= f(a). Prin urmare, pentru orice y € f(H) exista x € H astfel incat y = f(z), deci by = f(a) - f(z) =
f(ax) € f(H) deoarece ax € H.

In cazurile particulare S = R, respectiv H' = {0p/} notand prin Imf = f(R), respectiv Ker f =
f~1(0g/) teorema 2.3.6 aliniatele 1° si 4° ne conduc la urmatorul

2.3.7 Corolar. Dacd R si R’ sunt inele si f € Hom(R, R') atunci f(R) este subinel al lui R', iar
nucleul lui f, Kerf, este deasemenea ideal al lui R.

Fie R un inel, H un ideal al sau si p o relatie definita pe elementele lui R astfel zpy <z —y € H.
Intrucat H este subgrup normal al grupului (R, +), p este relatie de echivalentad si multimea factor R/,
in raport cu p notatd prin R/H este R/H = {z =z + H;z € R}.

Aplicand teoremele corespunzitoare de la grupuri, pe multimea R/H se defineste adunarea astfel
incat (R/H,+) este grup abelian si anume: dacd z+H, y+H € R/H atunci (z+H)+(y+H) = (z+y)+H.
Definind si o operatie multiplicativa (x + H)(y + H) = xzy + H (operatia este bine definitd, nedepinzand
de alegerea reprezentantilor ceea ce rezultd prin simpla verificare), se arata ca (R/H,+,-) este un inel cu
elementul nul H.

Notand simplificat clasa de echivalenta x + H prin Z si y + H prin 7, operatiile din inelul factor sunt
T+y=x+ysiTy=71y.

2.3.8 Definitie. Daci R este un inel, H un ideal al sau, atunci inelul (R/H, 4+, -) se numeste inelul
factor al lui R in raport cu idealul H.

Aplicatia canonica py : R — R/H; pg(x) = x+ H este un morfism surjectiv de inele si Ker py = H.
Cum nucleul Ker f al unui omomorfism de inele f € Hom(R, R’) este ideal in R, putem vorbi de inelul
factor R/ ker  , iar aplicatia canonica pger ¢ are nucleul tocmai Ker f.

2.3.9 Observatii. 1° Daci R este un inel comutativ atunci inelul factor in raport cu orice ideal al
sau este de asemenea comutativ.

20 Daca R este inel unitar atunci orice inel factor al siu este cu unitate.

2.3.10 Exemplu. Inelul claselor de resturi modulo n. Fie (Z,+,) inelul numerelor intregi.
Se stie cd (Z,+) este grup ciclic generat de 1 gi daca H este un subgrup al lui (Z,+) atunci el este de
asemenea ciclic gi anume daca n este cel mai mic numar natural apartinand lui H, atunci H = nZ. De
aici rezulta ca H este ideal al lui Z, tocmai idealul principal generat de n. Orice ideal al lui Z este de
forma nZ. Inelul factor al lui Z in raport cu idealul nZ, deci Z/,z se noteaza prin Z,, si elementele lui
sunt clasele de echivalenta modulo n:

Zyp ={nZ,1+nZ,2+nZ,...,(n—1)+nZ}.

Notand clasa k + nZ prin ¥ scriem Ly, = {6,
decin=p-qcul<gq, p<n,atunci p-q =0, deci inelul factor Z,, are divizori ai lui zero. Clasa k este
element inversabil in Z,, daca gi numai daca k si n sunt prime intre ele. Intr-adevar, dacd (k,n) = 1,

atunci existd u,v € Z astfel incat uk +vn = 1, de unde rezulta ca u - k+o-n=1decia-k=1 (cum
1

y =

—_—
...,n — 1}. Se verificd ugor cd daci n este numér compus,

~

n = 0). Prin urmare exista (k)~' = «. Invers, daca k este element inversabil in Z, atunci 3 4 astfel incat
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ka=1 si ku—1=0 si deci n divide pe (ku — 1). Prin wrmare 3 v € Z astfel incat ku — 1 = vn, de
unde ku + (—v)n = 1. Aceasta demonstreaza ca (n, k) = 1.

Ca o consecinta a celor demonstrate mai sus relativ la elementele inversabile din Z,, deducem ca
ordinul grupului U(Z,) este egal cu ¢(n),indicatorul lui Euler, adici cardinalul multimii numerelor
naturale mai mici ca n, prime cu n. In particular, daca n este numéar prim, atunci toate elementele
nenule ale lui Z,, sunt inversabile, deci (Z,, +, -) este corp.

2.3.11 Teorema fundamentald de izomorfism pentru inele. Dacd R si R’ sunt inele si
f € Hom(R, R') atunci inelul factor al lui R in raport cu nucleul lui f, Ker f si f(R) sunt izomorfe:

R/Kerf ~ Imf

Demonstratie. Din prima teorema de izomorfism pentru grupuri rezulta ca existd si este bine

definit omomorfismul bijectiv al grupurilor f : (R/ker f,+) — (Imf, +); f (%) = f (z + Ker f) = f(x).

Deoarece pentru orice Z,7 € R/ker y avem f (z-9) = [ (zy) = f(ay) = f(z)- f(y) = f (@) - [ (¥)
rezulta cd f este un omomorfism bijectiv de inele si putem scrie

R/Kerf ~ Imf

2.4 Corpuri. Subcorpuri. Morfisme de corpuri.

2.4.1 Definitie. Un inel unitar (K, +,-) cu 1 # 0 se numeste numeste corp daci Va € K\ {0}222L K,
2 este inversabil. Un corp (K, +,) In care operatia multiplicativi este comutativa se numeste corp co-
mutativ sau camp.

2.4.2 Observatii a) Intr-un corp existd doud grupuri (K,+) st (K*,-);

b) Un corp are cel putin dou elemente;

¢) Un corp nu are divizori ai lui zero. Intr-adevér, daci ab = 0 si a # 0 atunci intrucat exista
a~! € R avem

b= (a"ta)b=a""(ab)=a"'-0=0.

Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata. Spre exemplu (Z, +,-) este un inel integru dar nu e
corp. In caz finit dupa cum se va demonstra in continuare, orice domeniu de integritate este corp.

2.4.3 Exemple 1°. Multimile numerelor rationale, reale respectiv complexe inzestrate cu adunarea
si Inmultirea obignuite sunt corpuri comutative.

20 Daca d € N astfel incat ori care ar fi p numar prim, p? # d, atunci d se numeste liber de patrate.
Multimea Q(v/d) = {a + bV/d,a,b € Q} inzestrati cu adunarea si inmultirea din R, deci (Q(V/d), +,)
este un corp comutativ.

3°. Inelul claselor de resturi modulo n, (Zy,,+,-) este un corp finit comutativ daca si numai daca n
este numar prim.

2.4.4 Propozitie. Orice domeniu de integritate finit este corp.

Demonstratie. Fie (R, +, -) un domeniu de integritate finit i @ € R. Aplicatiat, : R — R, t,(x) =
ax (translatia la stdnga) este injectivd deoarece tq(z1) = tq(x2) implicd a(x; — z2) = 0 si cum a # 0 si
in R nu exista divizori ai lui zero, rezulta x1 — zo = 0, deci x1 = .

Intrucat R este inel finit si aplicatia t, este injectiva, rezulta ca ea este si surjectiva, deci exista
b € R astfel incat t,(b) = 1, adica ab = 1.

Analog, translatia la dreapta t/, : R — R, t/(z) = za este injectiva, deci surjectiva, deci exista
¢ € R astfel incat t),(c) = 1, adicd ca = 1.

Darc=c-1=c-(ab) = (ca)-b=1-b=b, ceea ce ne aratd ci in R existd inversul oricarui element
nenul (a=! =b=c) si (R, +,") este corp.

2.4.5 Definitie. Daca K este un corp si F o submultime nevida a sa, F' se numeste subcorp al
lui K daca aplicatiile definite pe K induc pe F' operatii algebrice in raport cu care F' este corp. Notam
F<K.

O caracterizare a subcorpurilor este datd de propozitia de mai jos, a carei demonstratie este un
simplu exercitiu.
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2.4.6 Propozitie. Dacd K este un corp , F C K, F # 0, F este subcorp al lut K dacd si numai
daca

1°Ve,yc F=a2—ycF,;

20Vr,yeF; y#0; zy ' € F.

2.4.7 Exemple. 1°.Corpul numerelor rationale este subcorp al corpului numerelor reale care la
randul sau este subcorp al corpului numerelor complexe Q < R < C;

20, Daci d este liber de pétrate atunci avem Q < Q(v/d) < R.

2.4.8 Propozitie. Singurele subcorpuri ale corpului numerelor rationale Q si ale lui Z,, unde p
este numar prim, sunt ele insele.

Demonstratie. 1°. Daca F este un subcorp al lui Q atunci 0,1 € F, deci avem si —1 € F. Pentru
orice n € N se demonstreaza prin inductie ca avem n =n -1 € F, deci si —n € F. Prin urmare avem

m
Z C F. Fie acum z € Q, deci x = —, unde n # 0, m,n € Z. Deoarece Z C F conform Propozitiei 2.4.6
n

avem z =m-n~! € F, deci Q C F si deoarece F C Q, avem F = Q.

20. Daci p este numair prim si F' este un subcorp al lui Z,, atunci intrucat (F,+) este un subgrup al
grupului subiacent (Z,,+), conform teoremei lui Lagrange, rezulti c ordinul lui F' divide ordinul lui Z,,
deci divide pe p. Cum p este numér prim gi orice corp are cel putin doud elemente, rezultd ca | F' |=p
de unde F' = Z,,

Precizam ca un corp pentru care singurul subcorp este el insusi se numeste corp prim.

Utilizand Propozitia 2.4.6. se demonstreaza imediat urmatoarea afirmatie:

2.4.9 Propozitie. Intersectia subcorpurilor oricarei familii de subcorpuri ale unui corp este un
subcorp al acelui corp.

Notiunea de ideal poate fi definita si intr-un corp, privit ca si inel cu unitate, dar conform propozitiei
2.2.5 intr-un corp singurele ideale ale sale sunt cele improprii, adica {0} si el insusi.

2.4.10 Definitie. Dacd (K,+,) si (K’,+,-) sunt corpuri, aplicatia f : K — K’ se numeste
omomorfism de corpuri dacid pentru orice x,y € K avem f(z +y) = f(z) + f(y), f(zy) = f(z)f(y)
si f(lx) =1k

2.4.11 Observatie. Un omomorfism de corpuri f : K — K’ este omomorfism al grupurilor (K, +)
in (K’,+), respectiv (K*,-) in (K/*,-) de unde avem:

F(O0x) = O0xrs f(—2) = —f(x), Vo € K; f(a7") = [f(2)] ', Vo € K™

2.4.12 Propozitie. Orice omomorfism de corpuri este injectiv.

Demonstratie. Fie f : K — K’ un morfism de corpuri. Pentru orice z,y € K,z # y avem z—y # 0,
deci existd (x —y) 1 =2 # 05 (r — y)z = 1. De aici avem f(x — y)f(z) = 1k si cum f(2) # 0 rezulti
flx—y) #0, deci f(x) # f(y), ceea ce demonsreazi ci | este injectiv.

2.4.13 Observatie. Imaginea Imf a unui omomorfism de corpuri f : K — K’ este un subcorp a
lui K.

2.4.14 Exemple. 1% Corpul numerelor complexe. Multimea numerelor complexe C = {a +
bi, a,b € R, i> = —1} este un corp comutativ in raport cu adunarea si inmultirea:

(a+bi)+ (a/ +bi)=(a+a)+ (b+b)i

(a+ bi)(a’ +b'i) = (aa’ — bb') + (ab’ + a'b)i.

Aplicatia ¢ : R — C, ¢(a) = a+0i fiind un omomorfism de corpuri ne indica ca R, corpul numerelor
reale se scufunda izomorf in C.

Fie M = (ib Z ,a,b € R} o submultime a inelului a matricilor patrate definite pe R. Se

verificd usor ca in raport cu adunarea si inmultirea matricilor (M, +, ) este un corp. Mai mult, el este
. . . b
izomorf cu corpul numerelor complexe, deoarece aplicatia f : C — M; f(a + bi) = ( Cib a > este un

omomorfism surjectiv de corpuri.
Vom generaliza acest rezultat obtinand:
20, Corpul cuaternionilor. Fie K = {a1 + asi + azj + ask; ay,a9,as3, a4 € R}, unde
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ij = —ji = k; ki=—ik=7j; jk=—kj=1,

relatii care se retin din urmatoarea “tabla a Inmulgirii”

) j k
i | =1k | -
T =k -1
k17 | —i | -1

Daca pe multimea K definim adunarea “pe componente” si Inmultirea ca si cea a polinoamelor
utilizand tabla de inmultire de mai sus, adica

(a1 + a2t + asj + ask) + (b1 + boi + bsj + bak) = (a1 + b1) + (a2 + b2)i + (a3 + bs3)j + (a4 + ba)k

(a1 + agi 4+ asj + a4k)(b1 + bai + bg] + b4]€) S (a1b1 — agby — asbs — &4b4)+
+i(a1b2 + CLle — a3b4 + (14[)3) + j(a1b3 + a3b1 — agb4 + a4b2) + (a1b4 + a4b1 + CLng — a3b2),

se verifica ca (K, +, ) este un corp numit corpul cuaternionilor in care corpul numerelor complexe se
scufunda izomorf.

Aceasta constructie nu este artificiala, intrucat se demonstreaza ca urmatoarea submultime a inelului
matricilor patratice de ordinul doi cu elemente din C,

r={(7 2)rosec)

este un corp in raport cu adunarea si inmultirea obignuita a matricilor. Intr-adevar H este parte stabila
in raport cu adunarea i iInmultirea, opusa oricarei matrici din H este element al lui H, gi pentru orice

matrice nenula ( (iB g € H avem determinantul ei A =| a |? + | 3 | 0 ceea ce aratd cd existd
inversa ei,

a p

A A

3 a € H.

A A

Dacd o = a + bi si B = o’ + Vi putem scrie

(5 8)=e(o D)ol S ) e (B o) v (V)

ceea ce ne arata ca aplicatia f: K — H;

. . 1 0 1 0 0 1 0 ¢
f(a1+a2@+agj+a4k)=a1(0 1>+02<0 —i>+a3(—1 0>+a4(z’ O):

. a1 + ast as + ast
—(Clg — a4i) ay — agi

este un omomorfism de corpuri, rezultat care-l generalizeaza pe cel de la numere complexe.

Un rezultat fundamental relativ la corpuri pe care-1 prezentam fara demonstratie este

2.4.15 Teorema lui Wedderburn. Orice corp finit este comutativ.

Incheiem acest capitol cu cateva consideratiuni privind notiunile de caracteristica a unui inel, respec-
tiv corp.

2.4.16 Definitie. Fie (R, +, ) un inel cu unitate. Ordinul elementului unitate 1 in grupul subiacent
inelului (R, +) se numeste caracteristica inelului R.

Notam prin charR caracteristica inelului R.
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2.4.17 Observatie. Din definitia de mai sus rezulta ca daca charR = n atunci n este cel mai mic
numar natural nenul cu proprietatea ca n-1g = 0g, deci 1g+1g+ ...+ 1g = Og, Insumarea facandu-se
de n ori. Daca ord 1z = co atunci spunem ca R este inel de caracteristica infinita sau dupa alti autori,
de caracteriastica zero.

2.4.18 Exemple. 1) Inelul Z si corpurile Q, R si C au caracteristica oo;

2) Inelele Z,, si Z,[X], cel al polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti in Z,, au caracteristica
n (n > 2).

2.4.19 Propozitie. Intr-un inel cu unitate fara divizori ai lui zero, caracteristica inelului este co
SaU uN NUMAr prim.

Demonstratie. Presupunem ca avem char R = n, numar compus, decin = m-k unde 1 < m, k < n.
Dinordlg = nrezultd cad Ogp = n-1lp = (m-k)1g = (mlg)-(klg) siIntrucat m, k < nrezultd c mlr = Op
sau klgr = Og, contradictie, deoarece inelul n-are divizori ai lui zero.

2.4.20 Corolar. Caracteristica unui domeniu de integritate sau corp este un numdr prim sau infinit.

Se verifica ugor urmatoarele afirmatii

2.4.21 Teorema. Daca R este un inel comutativ cu unitate avand caracteristica un numdr prim p,
atunct

(a + b)? = aP + bP pentru orice a,b € R.

2.4.22 Teorema. Pentru orice inel cu unitate R existd un singur omomorfism de inele f : 7Z — R,
f(m) =mlg. Daca charR = co atunci f este injectiv, iar dacd charR = n;n € N*, atunci Kerf = nZ.

Demonstratie. Demonstram mai intai unitatea lui f. Intr-adevir daci f :Z — R este omomorfism
unital de inele, atunci Vk € N* avem:

FR)=fQ+ 4+ =fD) 4t f(1)=1g+..+ 15 = klg.

Deci f este definit de relatia din enuntul Teoremei 2.4.22. Se verifica usor ca f este un omomorfism unital
de inele.

Daca caracteristica inelului este co, atunci Kerf = {0z} deci f este injectiv. Atunci Z se scufunda
izomorf in inelul R de caracteristica infinit.

Daca caracteristica inelului este n atunci

Kerf={meZ; 3k € Z; m = kn} = nZ.

Conform primei teoreme de izomorfism pentru inele avem
Zp =7/nz ~Imf < R.

Prin urmare inelul R are un subinel izomorf cu Z,,.
Am demonstrat astfel urmatoarele
2.4.23 Corolare. 1) Inelul intregilor este cel mai mic inel cu unitate de caracteristicd oo;
2) Zy, este cel mai mic inel cu unitate de caracteristica n.



Capitolul 3

Probleme de algebra

3.1 Enunturi

Grupuri

3.1.1 a) S& se arate cd (G, *), unde G = (—1,1) si operatia ”*” se definegte x x y = lw tY este un grup

abelian.
—1
b) Aratati ca functia f : (0,00) — (=1,1), f(z) = r—- 1 (V)z € (0,00) este un izomorfism de la
T

grupul (R%,-) la grupul (G, *).
3.1.2 Pentru a € R*,b € R definim functia fop : R = R, |, fo = ax+b. Notam A = {f, p|la € R*;b € R};
T ={fiplb € R} 1 S = {fao0la € R*}. Demonstrati ca:

a) (A, o) este grup 7o” fiind operatia de compunere a functiilor. Este (A4, o) subgrup normal in grupul
(Sr, o) al permutérilor lui R?

b) (T,0) este un subgrup abelian al lui A, izomorf cu (R, +).

¢) (S, 0) este un subgrup abelian al lui A, izomorf cu (R*,-). Este S subgrup normal in A?

d) T este un subgrup normal in A gi A/ este izomorf cu (R*,-). Este T subgrup normal si in (Sg,0)?

3.1.3 Sa se arate cd Z(S3) = {e} unde e este permutarea identicd din grupul permutérilor de ordinul
trei, (Ss3,0), iar Z(S3) este centrul grupului. Generalizare pentru S, , n € N, n > 3.

3.1.4 Aratati ca orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

3.1.5 Fie (G,-) un grup si x,y € G astfel ca vy = yz,ordx = m si ord y = n. S& se arate ca:
a) ord (xy) este finit gi ord (xy) | [m,n];
b) dacd < z > N <y >= {e} atunci ord(zy) = [m,n|;
¢) dacd (m,n) =1 atunci ord (zy) =m - -n gi < x,y >=< x -y >.

3.1.6 Fie G un grup si H, K subgrupuri ale lui G. Sa se arate ca H U K este subgrup al lui G daca si
numai daca H C K sau K C H.

3.1.7 a) Daci G este un grup, si se arate cd G nu se poate scrie ca reuniune a doué subgrupuri proprii
ale sale.
b) S& se arate ca existd grupuri care se pot scrie ca reuniune a trei subgrupuri proprii.

3.1.8 Si se precizeze ordinul fiecarui element din grupul rad&cinilor de ordinul 6 ale unitatii, (Us, ), si
s& se construiasca diagrama laticii subgrupurilor sale. Care dintre subgrupuri sunt subgrupuri normale?

36
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3.1.9 a) Fie f € End(Z,+). Sa se arate ca f(n) = f(1)-n, (V)n € Z.
b) Fie f € End(Q,+). Sa se arate ca f(r) = f(1)-r, (V)r € Q.

3.1.10 Sa se determine endomorfismele i automorfismele grupului (Z,+) si (Q, +).
3.1.11 Sa se determine grupurile cit ale lui (Z, +) si sd se arate cd acestea sunt ciclice.
3.1.12 Sa se determine subgrupurile grupului aditiv Z,,.

3.1.13 Sa se determine subgrupurile si grupurile cat ale urmatoarelor grupuri:

(Za,+); (Ze, +); (Z12,+); (Z1s, +); (Zoa,4)-

3.1.14 Fie H = {z € C| | z| = 1}. Sa se arate ca:
a) H este un subgrup al lui (C*,-);
b) Grupul cat al lui (R, +) in raport cu Z este izomorf cu (H, ).
c) Grupul cat C*/p este izomorf cu (R%,-) si cu (R, +).
d) Grupul cat C*/r= este izomorf cu (H, ).

3.1.15 Sa se arate ca urmatoarele grupuri nu sunt izomorfe:
a) (Q,+) si (R, +);

3.1.16 Fie p un numar prim. S& se arate ca orice grup de ordinul p este ciclic si este generat de orice
element al sau diferit de elementul neutru.

3.1.17 Sa se determine toate grupurile neizomorfe de ordinele 1, 2, 3, 4 si 5.

3.1.18 Fie H = {1,—1,4,—4,j,—J, k, —k} cu operatia datd in tabla urmatoare:

. 1 -1 |1 —i | J -7 |k —k
1 1 -1 1|4 —i | j -7 |k —k
-1 |{-11|1 =K -7 14 —k | k
i i —i | =11 k -k | =517
—i | =1 |1 1 -1 | -k |k j —j
j j —j | =k |k -1]1 i —1i
-3 =717 -k |1 -1 | =7 |1
k k —k —j | =i |3 -1 1|1
k| -k |k -7 17 i —i |1 -1

a) Sa se arate cd (H,-) este un grup necomutativ numit grupul cuaternionilor;
b) S& se precizeze ordinul fiecirui element din grupul (H, -);

¢) Sa se determine subgrupurile lui (H,-) si si se figureze subgrupul laticii subgrupurile lui (H, -);
d) Care dintre subgrupurile lui (H, -) sunt subgrupuri normale?

3.1.19 Fie H = {1, -1,4,—1i,j, —j, k, —k} grupul cuaternionilor. S& se descrie clasele la stanga ale lui H
in raport cu echivalenta definita de

a) subgrupul generat de ;

b) subgrupul generat de j;

¢) subgrupul generat de k;

d) subgrupul generat de 1;

e) subgrupul generat de (—1);

f) subgrupul generat de {4, 75}.

3.1.20 Sa se construiascd grupul cat al grupului {27 - 3Y - 5%|z, y, z € Z} prin grupul {2%|z € Z}.

3.1.21 Fie (G, ) un grup, H i N subgrupuri ale lui G astfel incit N si fie subgrup normal. Aratati ca:
a) NH = HN gi, mai mult, aceastid multime este un subgrup al lui G.
b) N N H este subgrup normal al lui H.
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¢) exista un izomorfism de grupuri: H/y ng ~ NH/n.

3.1.22 Fie G un grup, H si N subgrupuri normale ale lui G astfel incit H C N. Aratati cd N/ g este
subgrup normal al lui G/p si existd un izomorfism de grupuri (G/p)/ (N/g) ~ G/N.

3.1.23 Fie K unul dintre corpurile Q, R, C gi M, (K) multimea matricilor patrate de ordinul n cu
elemente din K si

GL,(K)={A e M, (K)| det A # 0},

SL,(K)={A e M,(K)|det A=1}.

Sa se arate ca:

) (GL,(K),") este un grup, numit grupul liniar general de gradul n peste K (pentru n > 1).
) »(K),-) are un subgrup izomorf cu (K*,-).

) 2(R), ) are un subgrup izomorf cu (C*,-).

) (K) are un subgrup normal al lui (GL,(K),-).

e) Aratati izomorfismul de grupuri multiplicativ: GL,(K)/sr, (k) ~ K*.

GL
GL
GL

Ln

b) (
b) (
d) S

3.1.24 Sa se determine ordinele elementelor

a=(o )=t T )e=(5 %)

in (GL,(C),-) si grupurile ciclice generate de acestea.

3.1.25 Fie (G,-) un grup si =,y € G elemente permutabile, adicd zy = yz. Fie m =ordz, n =ordy,
m,n € N*. Sa se arate ca:

a) ord(xy) este finit si ord(xy) divide pe [m,n|, unde [m,n] este c.m.m.m.c. al lui m si n.

b) dacd < z > N <y >= {e} atunci ord(zy) = [m,n].

¢) dacd (m,n) =1 atunci ord(zy) =m -nsi <z,y >=<z-y>.

3.1.26 Fie G =7Z x Z x {—1,1} g1 ”-” operatia definitd in G astfel:

(m1 + niy, mo + TLQ,TLg), daca ms = 1

(ma, mz, ms) - (ma, ma,ms) = { (my + ng, mg + nq, —ng), dacd mg = —1

Sa se arate ca

1) (G, ) este un grup;

2) Subgrupul H; =< (1,0,1),(0,1,1) > este normal in G;

3) Subgrupul Hy =< (1,0,1) > este normal in H, dar nu este normal in G, adica relatia ”<<” nu este
tranzitiva.

3.1.27 Fie n € Z gi nZ = {nk| k € Z}. S& se arate ci:
a) nZ C mZ daci si numai daca m|n (m divide pe n);
b) mZNnZ = [m,n|Z si < mZUnZ >=mZ+ nZ = (m,n)Z, unde (m,n) si [m,n] sunt c.m.m.d.c.
i respectiv c.m.m.m.c. al lui m si n.

3.1.28 Si se dea cite un exemplu de ciclu (permutare circulard) de lungime 4, de transpozitie si de
permutare care nu este ciclu.

3.1.29 a) S& se descompuna in produs de cicluri disjuncte permutarea
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T“\ 912811675324 101 )
b) Sa se scrie in doua moduri ca produs de transpozitii permutarea

(123456 78
7=\ 2 3156 8 7 4)°
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3.1.30 Fie 0 = v o5 0 ... 0y, descompunerea in cicluri disjunte a permutarii o € S,,. Sa se arate ca
ordo coincide cu cel mai mic multiplu comun al ordinelor ciclurilor v;(i = 1,2, ..., k).

100

3.1.31 Aflati permutarea o stiind ca:

a)0<12345678910>
4 6 2 7 8 3 10 9 5 1 ’
b)0<1234567 g§ 9 10 11 12>
3 4 6 5 9 1 12 8 10 2 1 7
3.1.32 Fie 01 = (1,2,3) 0 (4,5,6,8),00 = (3,4) 0 (5,2,6,1,8),03 = (1,3,4) 0 (2,3,5,7) o (1,8, 4,6),
oy = (8,2,1,4, 3) (1,2)0(1,5) si 05 = (8,7,4,3,1,2) 0 (5,6) permutéri din Sg. Sa se giseasci 03,03 00y,
0'300'400'5,0'3 210'500'400'3

3.1.33 a) Fie v = (i1,i2,...,ix) € S,. Sa se arate ci pentru orice ¢ € S, avem g o~yoog !t =
(0(ir), 0(iz), - o (i1))-

b) Fie oy = (1,2,3) 0 (4,5,6,8), 02 = (3,4) 0 (5,2,6,1,8), o3 = (1,3,4) 0 (2,3,5,7) o (1,8,4,6),
o4 =(8,2,1,4,3)0(1,2)0(1,5), 05 = (8,7,4,3,1,2)0(5,6) permutari din Ss. Sa se determine: 01004oaf1,
05003007, 055004003.

¢) Fie o1 = (1,2,3) 0 (4,5,6) 0 (7,8,9), 05 = (1,4,7) 0 (2,5,8) 0 (3,6,9), 03 = (4,5,6) 0 (7,8,9). S&
se aratecéal O 09 = 02001 §i0’1 003 =03007.

3.1.34 a) S& se precizeze ordinul fiecirui element al grupului Ss.
b) S& se determine toate subgrupurile lui (S5, 0). Care dintre ele sunt normale?
¢) Sa se construiascd diagrama laticii subgrupurilor sale.
d) S& se determine grupurile cat ale lui (Ss, o).

3.1.35 Aratati cd subgrupul generat de permutarile (1,2) o (3,4) si (1,3) o (2,4) din Sy este izomorf cu
grupul lui Klein.

Inele

3.1.36 Pe multimea Z definim operatiile

rPy=x+y+ta
rOy=(x+a)(y+a)—a,

unde a € Z este un numar fixat.
a) S& se arate ca tripletul (Z,®,®) este un domeniu de integritate;
b) S& se determine grupul elementelor inversabile din acel inel.

3.1.37 Fie ”*” operatia definitad pe C astfel
(a1 —+ bll) * (G,g + bQZ) = a1az —+ (albg + agbl)i7 ai, as, bl,bg e R

S& se arate cd (C, +, *) este un inel comutativ cu unitate care are divizori ai lui zero.

3.1.38 Fie A un inel in care orice element este idempotent, adici 22 = z, pentru orice z € A (un
asemenea inel se numeste inel boolean). S& se arate ca

a)x+x=0, (V)x € A4;

b) A este comutativ.

c¢) Daca A # {0} este inel boolean fara divizori a lui zero, atunci el este izomorf cu (Zz, +,-) .

3.1.39 Pe multimea A = Z x Z definim legile de compozitie

(a1,01) + (a2,b2) = (a1 + a2, b1 +b2)
(a1,b1) * (a2, b2) = (araz + 3b1b2, aras + ashy).
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Aratati ca aceste legi de compozitie confera multimii A o structuré de inel comutativ cu unitate si fara
divizori ai lui zero.

3.1.40 Fie + si T operatiile definite pe Q x Q astfel:

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + az,b1 + b2)
(a1,01) T (az,b2) = (a1a2 — biba, arby + agby + b1by).

a) Sa se arate ca (Q x Q,+, T) este un corp comutativ.

b) Aritati ca functia f : Q(v/=3) — K, f(2) = (a—b,2b), 2€ Q(v/=3), z=a+by/=3cua,beQ

este un izomorfism de corpuri.

3.1.41 Si se arate ca intr-un inel cu unitate, comutativitatea adunarii este o consecintd a celorlalte
axiome.

3.1.42 Sa se dea exemplu de inel finit necomutativ. Exista corpuri finite necomutative?

3.1.43 Fie (R, +, ) un inel cu a,b € R. Sa se arate ca:
a) (a+b)?=a +2ab+b2<:)a b=b-asa®>—b>=(a—b)(a+b).
b) Daca ab = ba atunci pentru orice n € N* avem

(a+b)" =C%" + Cla" b+ ...+ C" tab"! + Cmb". (*)

a” —b" = (a— b)(a’“1 +a" 2 b+ a- bV,

a2n+1 b2n+1 (a—l—b)( 2n—1 -b+...—a-b2n_l+b2n).
3.1.44 Si se arate ca dacd intr-un inel (R, +,-) avem 2% = 2 pentru orice x € R, atunci 22 = x pentru
orice z € R.
3.1.45 Si se rezolve in Zis ecuatiile: 4z +5=9; 5z +5 =09 i in M3 (C) ecuatia
1 2 1 2
(13)x=(i2)

3.1.46 In Z12 sa se determine divizorii lui zero si sa se rezolve sistemul

3z + Zy =11

4o + 9y =10
3.1.47 Fie Z[V2 —{a—i—b\[\abGZ}@Q {a—i—b\f\abe@} adic Z[V2] = Z + Z-V/2 si

Q(v2) = Q + Q- V2. S4 se arate ca:
i) Z[/2] este un subinel al lui (R, +,-) care contine pe 1 si acest subinel este generat de {1, /2}.
i) Q (\/5) este un subcorp al lui (R, +,-) si acest corp este generat de /2.
iii) Sl {a+bV2| a,b € Z} nu este subinel al lui (R, +, ).
={a+bV2 |a,b € Q} nu este subcorp al lui (R, +,").

3.1.48 Fie d € Z un intreg liber de patrate (adicd d # 1 si d nu se divide prin patratul nici unui
numér prim) si functia § : Z[v/d] — N, o(z) = |z-%| unde cu Z = a — bV/d s-a notat conjugatul lui
2z =a+bVd € Z[Vd]. S se arate ci z este inversabil in Z[v/d] daca si numai daci §(z) = 1.

3.1.49 Sa se arate ca inelul Z[/2] are o infinitate de elemente inversabile.

{5 2)

este subinel al lui (My(Z),+, ) si cd R este domeniu de integritate in raport cu operatiile induse.

3.1.50 a) S& se arate ca

a,bEZ}
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b) S& se arate ca inelul Z[/2] este izomorf cu inelul R.
3.1.51 Sa se arate ca (Z,+,-) si inelul (Z, L, 1) din problema 3.1.30 pentru a = 3 sunt izomorfe.

3.1.52 Fie A un inel cu element unitate cu 0 # 1, in care 2 = 1, pentru orice z € A\{0}. S& se arate ci
A este izomorf cu unul din corpurile Zs sau Zs.

3.1.53 Daca f : Q@ — C este un morfism de corpuri, atunci f(z) = z, (V)z € Q, adicd singurul
omomorfism nenul de corpuri de la (Q,+,-) la (C,+,-) este omomorfismul de incluziune. Determinati
apoi automorfismele corpului Q(v/2).

3.1.54 Sa se determine endomorfismele gi automorfismele inelelor (Z,+,-) si (Q, +, -).

3.1.55 Fie R un inel comutativ si unitar. Sa se arate ca multimea N(R) = {a € R|(3)m € Z} astfel
incat ™ = 0} formeazd un ideal al lui R. Este esentiald comutativitatea?

3.1.56 Fie (R,+,-) un inel si fie A, B doud ideale ale lui R.
a) Fie A:B={reR| (¥Y)be B,r-be A}. Si se arate cd A : B este un ideal bilateral al lui R.
Idealul A : B se numeste catul perechii (4, B) .

b) In (Z, +,-) avem nZ : mZ = MZ (m,n € N,m #0).

3.1.57 Fie m si n numere intregi pozitive astfel incat (m,n) = 1. Aratati cd Zpy, $i Zy X Z,, sunt
izomorfe.

3.1.58 Aratati cd daca I si J sunt doud ideale ale unui inel (R, +,-) cu proprietatea ci I+ J = R atunci
R/ 1y este omomorf cu R/; x R/ ;.

3.1.59 Considerand inelul polinoamelor cu coeficienti reali in nedeterminata X, R[X] si aplicatia f :
R[X] — R definita prin f(P) = P(1), P € R[X], aratati ca R[X]/x_1) =~ R unde (X — 1) este idealul
principal generat de polinomul X — 1.

3.1.60 Determinati idealele si inelele cat ale inelului (Z, +, ).

3.1.61 Fie 7 € Z,, si n > 1. Aratati cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) clasa ¥ nu este divizor al lui zero in Z,.
b) 7 este un element inversabil in Z,,.
¢) numerele r gi n sunt relativ prime.

3.1.62 Determinati idealele lui Zo; inelul claselor de convergenta modulo 21 si inelele cat in raport cu
aceste ideale.

3.1.63 Fie M o multime nevida si P(M) multimea partilor lui M. Tripletul (P(M), A,N) este un inel cu
unitate in raport cu diferenta simetrica respectiv intersectia submultimilor, izomorf cu inelul (Z3, +, )
al functiilor definite pe M cu valori in inelul claselor de resturi modulo 2.

3.2  Solutii
Grupuri

3.2.1 a) Vom verifica axiomele grupului aritand mai intadi cd pentru orice z,y € (—1,1) avem
zxy € (—1,1). Fie z,y € G. Avem

“l<r<le|z/<l=22<1=22-1<0 S (@212 —1)>0
“l<y<le|y<l=y2<l=y>-1<0 Y ‘

Prin urmare de aici rezulta

-2 — 1> 0e 2% 1> 2% 4y = 2%+ 2oy + 1> 2t + 20y + 97 =
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2
(zy +1)2 > (z +y)? T4y 4y
= <l= <l=
z,yeG=axy#-1=zy+1+#0 1+ ay 1Ty
= I*yEG, (V)I,yGG
Asociativitatea: (z*y)*z=xx* (y*2), (V) z,y,2 € G.
r+y
+z
Tty 1+ay TH+y+z+ayz
(x*y)xz= %z = —
L+zy 1+L+y.z 1+zy+22+y2
1+z
x
T (yxz)=ax* y+z l+yz  z+ayz+y+z  w+y+z+ayz
Y = 1+wy_1+x.y7+z_1+yz+xy+x2_1+my+x2+yz

14+yz
= (z*xy)xz=xx*(yx2), (V) z,y,2 € G &7 %7 este asociativa.
Comutativitatea: (V) z,y € G = zxy =y *2x.

vty _ Yyt =yx*z, (V) z,y € G=" %" este comutativa.
l1+zy 142y

Element neutru: Demonstram ca (3) e € G astfel incat exx =xxe =2, (V) x € G. Ecuatia

vt e =reate=x+a’e, (V)zeq.
14 ze

r* e =T =

2 _ =
?e—e=0= i(gx#ll) 0 = e=0¢€ G = e =0 element neutru.

Element simetrizabil. Aratam c& (V) z € G, (3) 2’ € G astfel incat e x a2’ =2’ sz =e.

x4+
z¥r =0= —— =02 =—zx.
1+xz- -2

Din(V)zeGe -l<z<l=1>-r>-1e-rc(-1,1)es' c(-1,1)=G.
In concluzie (G, ) este grup abelian.
b) Pentru a demonstra izomorfismul cerut verificim ca f este un omomorfism bijectiv.
Injectivitatea:
z—1 y—1

= & =2 — & oy —1l=ay— 1.
f(x) = f(y) P S| ry+x—y Ty—x+y

De aici avem 2z = 2y < © =y, deci f este injectiva. Fie y = f(x); y € (—1,1). Avem

1
:>xy+y=1:—1:>x(1—y)=y—|—1:>a:=1+7yE(O,oo).

z+1

y:

Am ardtat cd (V)y € (=1,1), (3)z € (0,00) astfel incat f(z) = y,deci aplicatia f este surjectivii. In

concluzie f este bijectiva.
Omomorfism: f(z-y) = f(z) * f(y), (V)z,y € (0,00)

_zy—1
fz y)—my+1~

r—1 y—1

x—1 y—1 x+1+y+1 _ayty—y—l+tzy—z+y—1
r—1 y—1 ayt+er+y+ltay—az—y+1

FO S0 = S
+

41 y+1
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C 2zy—2  xy-—1
C2ey+2  wy+1
Din (1) si (2) rezultd f(z-y) = f(x) * f(y). Prin urmare avem (R%,-) ~ (G, *).

(2)

3.2.2 a) Reamintim ca prin permutari ale unei multimi nevide M intelegem elementele inversabile ale
monoidului (M, o), adica aplicatiile bijective definite pe M cu valori in M. Cum compusa a doui
bijectii este tot o bijectie, rezultd ca (Sps,0) este grup.

In particular, (Sg, o) este grup si daci a € R* rezultd c& fab € Sg. Avem A # () si

(fap © fe,a)(@) = faplcr +d) = acx + ad + b = foeqass(z) (V) 2 € R.

De aici
fa,bofc,d:fac,aderEA (G#O,C#O@ GC#O). (*)
1 b 1 b
Daciar+b=y, a#£0=>2x=-y— — atuncifa_;(:v):fsz, (V) z € R, deci
a a ' a a
fop =1F1_». (**)

Din (*) si (**) rezulti ci A este subgrup al lui (Sg, o). In particular, (4, o) este grup.
Fie g : R — R, g(z) = 2®, g € Sg Ea are inversa g~ '(z) = ¢z,(V) x € R. Pentru ca A si fie
subgrup normal in grupul (Sg, o) ar trebui ca

g o fapoge A, (V) fap € A.

Avem

(97" o fapog)(x) = g7 (fap(9(2))) = g7 (fap(2?)) = 97" (az® + b) = Vaz® + b ¢ A,

pentru b # 0. Deci A nu este subgrup normal in Sg.

b) Conform punctului a) avem f1 40 f1.c = fi,c+6 = fi,p4c = f1.c© f1p, fl_bl = f1,—b ceea ce ne arata
c& T este subgrup abelian al lui (4, o).

Fie F : T — R, F(f15) = b. Aplictia F' este un omomorfism bijectiv al lui (7,0) pe (R,+). Intr-
adevar (V) fip; fie € T,avem F(fipo fie) = F(fi,eqp) =c+b=0b+c= F(fip) + F(f1,c), de unde
rezulta ca F este omomorfism de grupuri.

Bijectivitatea. Daci F(f1) = F(f1,c) = b=c= fip = fi,c = F este injectivi. Surjectivitatea
rezulta imediat.

c¢) Conform punctului a) avem: f, 00 feo = faco € S si f;l = f%70 € S ceea ce aratd ca S este
subgrup al lui (4, 0). Mai mult,

(fa,O o fc,O)(x) = fac,O(x) = acr = caxr = fca,O(Jj) = (fc,O © fa,O)(x), (V) z €R.

fa,O Ofc,O = fc,O Ofa,Oa (v) fa,O;fc,O €s.

Rezultd ca S este subgrup abelian al lui A.

Totodata (V) feqd € A, (V) fao €5 fcjdl © fa,00 fe,a = f1,_a 0 facad = foaa_a ¢ S daci d # 0, deci
S nu este subgrup normal in (4, o). - -

Izomorfismul cerut se arata foarte usor.

d) S-a aratat la punctul b) ca (T, o) este subgrup abelian al lui A. Mai trebuie aritat cd este subgrup
normal al lui A. Intr-adevir

(V) fea € Asi (Y) fip € T avem

v €T,

e

foaofivofea=1fi_aofiyofea=1Ffi_a0feare="Ffram _a=f

c

Deci subgrupul T este normal in (A4, o).
Aplictia ¢ : A — R*, ¢(fq,p) = @ este un omomorfism surjectiv al lui (A4, 0) pe (R*, ).

Intr-adevir O(fap © fed) = ¢(fac,adrn) = ac = @(fap) © ©(fe.a), deci ¢ este un omomorfism de
grupuri.
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Surjectivitatea este imediata.
Conform primei teoreme de izomorfism avem A/ger, — R*.

Kerp = {fap € Alp(fap) =1} ={fap € Ala=1} ={f1p

In concluzie A/ ~ (R*,-).
Din considerente similare cu cele de la punctul a) rezultd cd T nu este subgrup normal in (Sg, o).

beR}=T.

3.2.3 Prin definitie centrul grupului este Z(S5) = {0 € Sslc o7 = 700, (V)7 € S3}. Evident
e € Z(S3). Fie 0 € Z(S3), 0 # e. Atunci existd 4,j € {1,2,3} astfel incat ¢ # j si o(i) = j. Fie
ke {1,2,3}, k # i, k # j. Fie permutarea 7 € S3 definitd astfel 7(i) = ¢, 7(j) = k si 7(k) = j.
Deoarece o € Z(S3) avem o(7(4)) = 7(0(3)) = 0(i) = 7(j) = j = k. Fals! Rezultd Z(S3) = {e}. Analog
se aratd cd Z(S,) = {e}, (V)n € N*, n > 3.

3.2.4 Fie G =< a > grup ciclic generat de a, ord a = +00,deci G < a >= {a* |k € Z}. Deorece G ~Z
si subgrupurile lui Z sunt de forma nZ =< n >, deci ciclice rezulta ca subgrupurile lui G sunt ciclice.
Fie G =< a > grup ciclic finit, ord @ = n si fie H un subgrup al lui G.

Dacd H = {e} atunci evident H este ciclic, H =< e >.

Dacd H # {e} atunci existd z € H, v # e. Dar z € G, adica * = a*, k # 0.

reH

1 Ey—1 _ —k sy
HSG‘:>$ EH= (a")""=a"€ H= (3) r >0 astfel incat a" € H.

k pentru k>0
—k pentru k<0

Multimea numerelor naturale M = {n|a™ € H,n > 0} este nevida si cum multimea N a numerelor
naturale este bine ordonata rezulta ca M are cel mai mic element m. Vom arita ca H =< a™ >.

Fie z €< a™ >, deci * = (a™)*, k € Z. Dar H este subgrup al lui G si a™ € H. Rezulta ca
z = (a™)* € H, adica

Este suficient sa ludm r =

<a™ >C H. (*)

Fieye H=yecGadicky=adt, [t|>m, teZ.
Dupa teorema impartirii cu rest pentru numere intregi avem ¢t = mg+r, unde ¢,r € Z, 0 <r < m.
Deci

y=a' =am""" = (@) a" =a" =) ycH

Observatie. Dacd G =< a >, |G| = n atunci G ~ Z,, izomorfismul fiind realizat de aplicatia
f:Z, — G, f<k>d* Avem R
Ly =< k >~ (k,n) = 1.

Rezulta ca
<" >=G & (kn)=1.

Deoarece m este cel mai mic numar al lui M rezulta ca r = 0. Deci t = mgq si
y=a"=(a") e<am >
HC<adm > ()
Din (x) gi (x*) rezultd cd H =< a™ > .

S

3.2.5 a) Fie k = [m,n] si d = (m,n). Dac& m = dki,n = dko, ki,ks € N, (k1,ky) = 1, atunci
= k1kod = mko = kym. Deorece xy = yx avem

(zy)* =a® - y* = @)= (y") = e-e=e= ord (2,y) | k.
Rezultd ci ord (xy) este finit si ord (zy) | [m, n].
b) Daca ord (zy) = a, din faptul cd zy = yx rezultd 2% - y* = (xy)® = e ceea ce implica z% = y~°.
Darz® e<zx>siy *e<y>,deunde 2 =y *e<az>N<y>.
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Deoarece
<z>N<y>C<y>=od(<z>N<y>)|m
<z>N<y>C<y>=ord (Kz>N<y>)|n
Daca

rezultd cd ord(< x >N <y >) = 1.

m|a

— a _ ,—a _
<z>N<y>={e}=2'=y *=e=> nla

= [m,n]|a,

ceea ce impreund cu punctul a) conduce la a = [m, n].
¢) Din teorema lui Lagrange avem |< z > N < y >| divide pem = |< & >|sipen = |< y >|. Dar cum
(m,n) =1 avem |< z >N <y >| = 1. In consecintii < z > N < y >= {e}. Asadar ord(zy) [m,n] = mn.
Avem cd < zy >C< z,y > . Deoarece (m,n) = 1 rezulta ci existd u,v € Z. Astfel incdt um + vn = 1.
Deci
T = xum—i—vn — (xm)n LV = VT = T (yn)v — (iy)vn

si analog, y = (xy)""™ . Deci x,y €< x,y >, ceea ce implicd < x,y >C< 2y > .
In concluzie, dacd (m,n) =1 avem < z,y >=< x,y > .

3.2.6 Presupunem cid H U K este subgrup al lui G, H ¢ K si K ¢ H. Rezulta c8 existd h € H\K si
existd k € K\H. Rezultd h,k € HU K. Dar H U K este subgrup al lui G si deci

h-keHUK=h-ke HV h-ke K=ke H V hec K.Fals!

(k=h-(h-k)e HV h=(h-k) -k 'eK).

In concluzie, HC K VK C H.
Implicatia inversa este evidenta.

3.2.7 a) Presupunem ci existd H, K subgrupuri proprii ale lui G astfel incit HUK = G, H # G,
K#G Daci HC KVK CK =G =HVG =K. Fals! Rezultd ¢c& H ¢ K si K ¢ H, adic8 exista
z,y € Gastfelincatx € H\Ksiye K\H,z-y€ G=KUH. Avem z-y € KVz-y € H. Presupunem ci
ry€ H, z € Hdeundey =21 (z-y) € H. Fals! Analog 7y € K, y € K deundez = (z-y)-y ' € K.
Fals!

In concluzie, nu existd H, K subgrupuri proprii ale lui G astfel incat H U K = G.

b) Fie (K, -) grupul lui Klein K = {e,a,b,c},a® =b> = c? = e. K1 = {e,a}, Ky = {e,b}, K3 = {e, c}.
K1, Ko, K3 sunt subgrupuri ale lui K si K = K7 U Ko U K3.

3.2.8 Avem Us = {z € C| 2% = 1} adicd Us este multimea radicinilor de ordinul 6 al unitatii

2k 2k
26:1:>zk:cosTﬂ+isinT7r,k:0,5.

Us = (20 = 1, 21, 22, 23, 24, 25} -

Avem zj, = 2§ k=0,5, Us =< 21 >=< 2} > . Pentru (V) k,l € {0,1,2,3,4,5} avem 2}, - z; = 2,., unde
este restul impartirii lui k 4 [ la 6, deci tabla operatiei este urmatoarea

1 Z1 z9 z3 Z4 z5
1 1 21| 220 | 23 | 24 | 25
Al z1 zZ9 z3 zZ4 z5 1

29 | zo | 23 | za | 25 | 1 21
z3 z3 Z4 z5 1 Al Z9
24 | 24 | 25 | 1 21 | 29 | 23
z5 z5 1 Z1 Z92 z3 z4

ord zg =ordl = 1; ord z; =ord 25 =6

ord zp =ord 24 = 3; (20 - 20 = 24 51 25 = 24 - 29 = 1)

ord z3 = 2.

Deoarece orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic, subgrupurile lui Ug sunt ciclice si sunt date de
<zr>, k=0,1,2,3,4,5.
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Avem:
Hi =< zg >=<1>= {1}
Hy =< 21 >=< 25 >=Ugsg
H3y =<2y >={1,29,25 = 24} =< 24 >
H4 =< 23 >= {1,253} = {I,Z:lg}
Laticea

S(Us) = {{1},{1, 23}, {1, 22, 24}, Us }

a subgrupurilor lui Ug are diagrama:

Hy = Us

/ AN
H3 H4

AN /
H,y

3.2.9 a) Daca f € End(Z,+) rezulta ca oricare ar i n € N avem:
f)=fA+1+..+)=f)+fO)+...f()=n-f(1)
f0)=0=0-f(1),

insumarile ficandu-se de n—ori.
Fien € Z, n < 0. Atunci —n > 0 si Intrucat f este endomorfism avem

fn) = f(=(=n)) = =f(=n) = =(=n) - fF(1) = nf(1).
De aici avem f(n) =n- f(1), (V)n € Z.

b) Tindnd seama de punctul a) avem f(0) = 0- f(1). Mai mult, pentru orice numar rational, fie

m .. y b . .1
acestar € Q*, r= —, m,n € Z,n # 0, m > 0, scriind numarul ca o suma de m termeni egali cu —,
n

n
din faptul ca f € End(Q,+) avem

¥ .
Pentru k € Z,k <0, f (;) =f (— <—11€>> =—f (_;) =- (—}C) (1) = %f(l) =

éf(i)=,1-f(l)(V)keZ*;*f(r)=m~f<i)=

3.2.10 Conform problemei 3.2.9 am vizut ca daca f € End(Z,+) atunci
f@)=z-f)(V) z € Z,

adica f este o translatie a lui (Z,-) si deci f = ty1). (V) a € Z, (Z,+) grup t,
translatia lui (Z, -)

2L — 7, ty(x) = ax

to(x+y)=(x+y)a=za+ya=ty(z)+tu(y) = ta € End(Z,+).

Rezulta cad End(Z, +) = {t, |a € Z}.

Analog se arata ca endomorfismele grupului (Q, 4) coincid cu translatiile lui (Q, ).

End(Q, +) = {ta|a € Q};
Aut(Z,+) = {t1.t_1} = (Za, +);
Aut(Q,+) = {t,|a € Q*}.
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3.2.11 Z =< 1 >=< —1 >. Rezulta ca oricare subgrup al sau este ciclic. H =nZ =<n >=< —n > .
Tpnzy & —x+yeEnl S y—xeEnl —y e x+nk.

Multimea c&t Z/,,, =Z/,,, /A |Z : nZ| = n. Subgrupul nZ are in Z indicele n si {0,1,2,...n —1}
este un sistem de reprezentanti pentru Z,,.

Intr-adevir, 0 < i <j<n-1lsj—i¢nZ=1i+nZ # j+nZ = numerele 0,1,...,n — 1 sunt
situate in clase diferite. Dacd k € Zsi | k| > n (3)q,r € Z astfel incat k=ng+r, 0<r<n, k+nZ =
ng +r+nZ = r + nZ. Prin urmare {0,1,2,...,n — 1} este un sistem de reprezentanti pentru Z,, adicd

Zn = {nZ,1+nZ,2+nZ,...,(n—1)+nZ} ={0,1,2, ...,n/—\l}, i+nZ"2 7

In grupul cat (Z,,+) operatia ”+” este definid astfel
(i4+nZ+j+nZ)=(i+j)+nZ sauiA+]A':i/+\j.

Elementul nul al acesteui grup este nZ = 0.
Daca ¢ € Z atunci opusa clasei i + nZ este —i + nZ.
Grupul (Z,, +) se numeste grupul aditiv al intregilor modulo n; Z,, =< 14+ nZ >=<1>.

3.2.12 Intrucat Zy, = Z/nz rezulta cd subgrupurile lui Z"A sunt de forma H/,z unde H este subgrup al
lui (Z,+) cu proprietatea Ker f = nZ C H = dZ < d|n. In concluzie subgrupurile lui Z,, sunt generate
de clasa d unde d|n.

3.2.13 Fie (Z12,+), d12 = {1,2,3,4,6,12}. Subgrupurile lui (Z2,+) sunt:

H1_1Z/IQZ_Z/1QZ_Z12_<T> <B>=<T>=<1l>
Hy = 2Z/197 =2 L1 =< 2 >= {0,2,4,5,8,10}

Hy = 3Z/137 = 3 Z1, =< 3 >={0,3,6,9}
H4—4Z/1gz—4 Zlg—<4> {61/8\}

H5—6Z/122—6 Zlg—{076}

Hg = 12Z/1QZ = 6 lo =< 6 >= {6}
Grupurile cat au urmatoarele multimi suport:

Tno/H, = o/ T, ={Z2o};
Zus/H, = {@+ Hafd € Zuo} = {Hy, T + Hy} = {{0.2,4,6,8,10}, {1,3,5.7.0,11} ~ Z,
Zlg/H = {a+H3|a S Zlg} = {Hg, 1 +H3,2 +H3} =
= {{0,3,6,9},{1,4,7,10},{2,5,8,11}} ~ Z;
Zlg/H4 = {ZL\+H4|ZE S Zlg} = {H4,/1\ +H4,§ +H4,§ +H4} =
= ({0.1,8), {1.5.9}, {2.6.10}, {3.7.11}} ~ Z4
Zlg/H = {G+H5|CL € Zlg} = {H5,1 +H572 +H573 +H574 +H575 +H5} =
“ (00 (L7 2B 0D G =z,
Zas/Hy = {{}] 1 € Zuo} = ({0}, {1}, (3}, (3, {4, {5}, {6}, (7}, (8}, 8}, {10}, {T1}} = Zoa

3.2.14 a) Multimea este nevidd H # () deoarece 1 € H. Totodatd (V) z1,20 € H = |z1| =1; |22 =1,

|21 22| = |z1| |22 =11 =1= 21 - 20 € H. Mai mult oricare ar fiz€ Hgi 271 €C*, z- 271 =1=
|z- 27 =1&|z[- |27 =1=1|z7! =1 Deci|27!|=1= 27! € H, adici H este subgrup al lui
(C*, ).

b) Fie f: R — C*, f(z) = cos 2wz + i sin 2mx. Deoarece
f(z1) - f(z2) = (cos2mxy + isin2mwxy) - (cos 2wy + isin 27ws) =
= (cos2mxy - co8 2mTo — sin 2mxy - sin 27xe) + i(cos 2wz - sin 2w + sin 27xy - cos 2mwxy) =
= cos 2m(x1 + z2) + i8in 27 (x1 + x2) = f(x1 + 22), (V) 21,22 €R
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functia este omomorfism al lui (R, +) in (C*,-).
Kerf = {zeR|f(z)=1}={z € R|cos2mz +isin2rz =1}
= {xeR|cos2mx =1si sin2rz =0} = Z.

Avem f(R) = H. Conform primei teoreme de izomorfism rezulta ca R/ger 5 ~ f(R) adica R/z ~ H.

c) Aplicatia g : C* — R% , g(z) = | 2| este omomorfism surjectiv al lui (C*,-) in (R, ). Intr-adevir

g(21.22) = |21 22| = [21] - [22] = g (21) - g (22) , (V) 21,22 € CT,
iar
Kerg={z€C"|g(z) =1} ={z€C"| |z|=1}=H.

Se aplica prima teorema de izomorfism si se obtine C*/H ~ R7 .

Aplicatia ¢ : RY — R, ¢'(x) = Inx este un izomorfism al lui (R%,-) pe (R, +).

d) Aplicatia h : C* — C*, h(z) = ‘% este un endomorfism al lui (C*,-), h(C*) = H.

Kerhz{ze(C*|h(z):1}:{z€(C* &

SRR SRR 2

Aplicand prima teoremé de izomorfism rezulta C*/ R H.

3.2.15 a) Presupunem ci existd un izomorfism f : Q@ — R. Atunci (3) z,y € Q* astfel incat f(z) =1 i
f(y) = V3. Daca m,n € Z astfel incat mx = ny avem f(mz) = f(ny) de unde conform rezultatului din

Problema 3.2.10 avem mf(x) = nf(y) de unde m = nv/3 = /3 = T e Q. Fals!
n

b) Presupunem ci existd un izomorfism f : Q* — R*. Atunci existd y € R* astfel ca y3 = f(5).
Deoarece f este surjectiva, existd € Q* astfel incat f(x) = y. Deoarece f este omomorfism avem
y® = f(23) de unde f(z%) = f(5). Conform injectivititii lui f de aici avem 2® = 5 = /5 € Q. Fals!

3.2.16 Fie (G,-) un grup de ordin p gi € G, © # e unde e—elemetul neutru al lui G. Din teorema lui
Lagrange rezulta ca orde = p =< z >= G.

3.2.17 Dacad G = {e} este o multime cu un singur element atunci pe G se poate defini o singura operatie
binara

* (&
€ €

si G 1n raport cu aceasta operatie este grup. Abstractie facind de un izomorfism, exista un singur grup
de ordinul 1. Daca G este un grup de ordinul 2, 3 sau 5 rezultd conform problemei anterioare ca este
ciclic si deci izomorf cu (Za, +), (Z3,+) sau (Zs, +).

Fie un grup G de ordinul 4. Daci G este ciclic atunci este izomorf cu (Z4,+). Presupunem ca existé
un grup de ordin 4 neciclic. Fie G = {e,a,b,c}, e elementul sdu neutru si grupul (G, -) neciclic. Din
ipoteza ca G nu este ciclic urmeaza ca nici un element din G nu are ordinul 4. Intrucit e este singurul
element de ordinul 1 gi ordinul unui element divide ordinul grupului rezulta ca ord a =ordb =ordc = 2 &
a? = b% = % = 2. In tabela de operatie a lui (G, -) pe fiecare linie i pe fiecare coloand trebuie s figureze
toate elementele lui G o singura data. Din acest motiv tabela de operatie poate fi completata intr-un
mod unic

elalbdb]|c
elelalb|c
alalelc|bd
blb|lclela
clec|blale

Astfel s-a demonstrat ca exista cel mult un grup de ordin 4 neciclic.

Consideram urmatoarele transformari ale punctelor planului z0y: o1_ aplicatia identica, oo —simetria
in raport cu axa Oy, oz3—simetria in raport cu axa Oz, o4—simetria in raport cu originea 0 a axelor de
coordonate. Considerand multimea K = {01, 09,03,04} In raport compunerea transformarilor obtinem
urmatoarea tabla de operatie
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o g1 g9 g3 (o)
01 | 01 | 02 | 03 | 04
02 | 02 | 01 | 04 | O3
03 | 03 | 04 | 01 | 02
04 | O4 | O3 | O2 | 01

Din acest tabel deducem ca multimea K in raport cu compunerea transformarilor este un grup comutativ
de ordin 4 neciclic; ord 02 =ordos =ord o4 = 2 gi ord oy = 1. Asadar abstractie ficAnd de un izomorfism,
exista un singur grup de ordin 4 neciclic numit grupul lui Klein.

3.2.18 b) ord 1 =1, ord (—1) = 2, ord i =ord (—i) =ord j =ord (—j) =ord k =ord (—k) =4
(ex: (12 =12 =ivi=—1; B =i i=—i; it = i=(—1)-i=—i?=1)

¢) Subgrupurile ciclice ale lui H sunt

Hy=<1>={1}; Hy=<-1>={-1,1}, Hy=<i>={-1,1,—4,i} =< —i >

Hy=<j>={-1,1,—4,j} =< —j >, Hy=<k>={-1,1,-k,k} =< —k >, Hg=H.

Din teorema lui Lagrange rezulta ca ordinul unui subgrup al lui H poate fi 1, 2, 4, si 8. Singurul
subgrup de ordin 1 este Hj. Intrucat orice grup de ordin 2 este ciclic rezulta ca singurul subgrup de
ordin 2 este Ho. Grupul H neavéand trei elemente de ordinul 2, rezulta ca nu are subgrupuri de ordinul 4
neciclice (vezi problema 3.1.17). Deci subgrupurile de ordin 4 sunt Hs, Hy si Hs. In concluzie multimea
subgrupurilor lui H este S(H) = {H1, H2, Hs, Hy, H5, H}.

¢) Subgrupurile H; si H sunt normale deoarece subgrupurile triviale ale oricarui grup sunt normale.
Elementele Hs comutid cu toate elementele lui H (Hy = Z(H)) rezultd c& Ha este normal (Ho< H).
Conform Teoremei lui Lagrange avem
[H| 8
H:H3yl=—=-=2, |H: Hy| =2, |H: Hs| =2.
Deoarece orice subgrup de indice doi este normal rezulta ca Hs, Hy, Hs sunt subgrupuri normale.

Observatie. Un grup necomutativ care are toate subgrupurile normale se numeste grup hamilto-
nian. In concluzie, (H,-) este un grup hamiltonian.

3.2.19 Din problema 3.1.18, subgrupurile lui H sunt toate subgrupuri normale, deci clasele la stanga
coincid cu clasele la dreapta in raport cu fiecare subgrup. Prin urmare, vom descrie chiar grupurile cat
ale lui H.

Hy =<1>={1}; H/p, ={zHi|x € H} = {{1}, {1} {i}, {—i}, {5}, {—i}. {k}. { =k} };

Hy =< —-1>= {1’ _1}§ H/Hz - {$H2|.'L‘ € H} = {H27 {i’ _i}v {Ja _j}a {k7 _k}};

Hs =<i>={-1,1,—i,i}; H/py, = {xHs|lx € H} = {H3,{—J, 7, k, —k}};

Hy =<j>= {717 1, 7.73]}7 H/H4 = {ZL'H4|I’ € H} = {H47 {77;’7:3 k'7 7k}}’

Hs =<k >={-1,1,—-k,k}; H/py, ={xHs|lx € H} =)Hs,{i,—4,j,—j}}.

Subgrupul generat de {i,j} contindndu-1 gi pe k va include pe Hs, Hy, Hs, deci coincide cu H.

3.2.20 Fie H = {2*|z € Z},2° =1 € H = H # . Daci a = 2%,b=2* € H atunci a-b = 2*1 - 2*2 =
251t%2 ¢ H, Dacda=2°sia =2 %atuncia-a' =2°-277=2"?=1=4d =2"%=a"' € H. Prin
urmare H este subgrup al grupului comutativ G = {2% - 3¥ - 5*|z,y,z € Z}, G/g = {zH | = € G}. Daca
a,b € H atunci ele se afli in aceeasi clasi daca si numai daci a=!-b € H.

Fie a = 271 - 391 . 551 ;b = 292 . 392 . 522 Avem - b= 27271 . 3¥2—¥1 . jFa—21

a_l-bEH@)yg—yl:ng—zl:O@yzzyl Sizg = 21.
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In concluzie, G/ = {{2% - 3Y - 57| x,y,2 € Z} | (y,2) € Z x Z}.

3.2.21a) NH={n-h|ne NNhe H}; HN ={h-n|h€ Hne€ N}. Fiex € NH, adicAz =n-h,n € N,
h € H. Deoarece N este subgrup normal, rezulti cA N-h=h-N. Rezultd ciz=n-h=h-n',n' € N
adica z € H-N. Asadar N-H C H-N. Analog se arataca H- N C N - H, adica HN = NH.

S& aritaim acum cd NH < G. Intr-adevir, fiex,y € N-H =z =n-h,y =n’-h/;n,n’ € N;h,h' € H.
Atunci, - ¢/~ = (n- ) - W)t =m-R)W ) =0k -0/ unde B = h- "' € H.
Cum N este subgrup normal, atunci N - h” = h” - N si deci n-h"” = h"” -n”, n” € N. Rezulta ca
z-y = Wn o/t =n" 0™ 0/ =0/ -n'~' € N. In concluzie xy~! € HN = NH.

b) Cum N < Giar NC NH (x € N,z =x-e¢ € NH) rezultda ¢ N < N - H si deci putem construi
grupul factor NH/ . Definim aplicatia f : H - NH/n; f(z) =aN (x = e-x € NH). Aratam ca f este
omomorfism de grupuri. Intr-adevir, f (zy) = (zy)N =N - yN = f(x) - f(y). Conform primei teoreme
de izomorfism avem ca H/ger § ~ Imf. Sa calculam Ker f si Imf. Ker f ={z € H| f(z) = N}. Vom
arata cd Ker f = N N H gi astfel s-a ardtat punctul b).

Fiexz € Ker f = f(x) = NsauaN =N = x € N. Deoarece z € H siz € N = 2 € HN N adica
Kerf CHNN.

Reciproc, ier e NNH =2z Ngiz€e H Cimaz e N=a2N=N<& f(z)=aN=N =z ¢c
Ker f. Rezulta ca NN H C Kerf.

Sa ardtam acum ca f este omomorfism surjectiv iar in cazul acesta Imf = N - H/ .

Fie 2N € NH/xy = 2N =nh-N,n€ N,h € H. Dar n-h- N = h- N deoarece (nh)-h™ ! =nec H
si deci zN = hN = f(h). Deci f este surjectivi. In concluzie H/y g ~ NH/y.

3.2.22 Definim aplicatia ¢ : G/g — G/n prin p(zH) = zN. Functia ¢ este bine definita nedepinzand
de alegerea reprezentantilor. intr—adevér, daci vH = yH = 2~ 'y € H. Dar H C N si deci rezulta ci
r7ly € N, adici *N = yN si in concluzie p(xH) = p(yH). Functia ¢ este morfism de grupuri deoarece
o(zH -yH) = p(zyH) = zyN = aN - yN = p(zH) - p(yH).

Din definirea aplicatiei ¢ avem ci ¢ este omomorfism surjectiv gi deci Imp = G/ . Rezulta, conform
primei teoreme de izomorfism, ca (G/H) /ker f =~ G/N.

Sa aratam ca Keryp = N/g ceea ce ar arata ca N/g < G/p. Kerp ={zH € G/ |p(zH) = N}.
Dacd zH € Kerp = o(eH) =N =>azN=N=z € N =z -H € N/g, adicd Kero C N/g.

Reciproc, dacd tH € N/g = x € N = ¢p(xN)=aN = N = zH € Kery adicd Kerp C Kerf.

In concluzie (G/x) /(N/x) ~ G/x.

3.2.23a)Fie A,Be GL,(K) = det A # 0,det B # 0 = det(A-B) =det A-det B# 0= A-B € GL,(K).
Din asociativitatea inmultirii matricilor rezulta c& operatia indusa de aceasta in GL,,(K) este asociativa.
Dacd A € GL,(K) = det A# 0= (F)A~! € M, (K) astfel incat A- A~1 = A~ A=1,.
det(A- A1) =detl, =det(A" ! A) < det A-det(A™1) =det(A71) - det A=1=det(A™1) #£0=
= A7l € GL,(K).
det(A™!) = (det A)~1.

In concluzie, (GL,(K),-) este grup.

z 0 0 --- 0
0Oz 0 --- 0

b) Aplicatia ¢ : K* — GL,(K); ¢(x) = 0 0 2 - 0 | =37, este un omomorfism injectiv.
000 - =z

Intr-adevir, p(z - y) = (z) - o(y), (V)z,y € K* si daci p(z) = ¢(y) rezulti

z 0 --- 0 y 0 0
e U Y Y ey 5 K 2 p(KY) € GLA(K).
00 - =« 0 0 y

c) Aplicatia: ¢ : C* — GL2(R), ¢(a+bi) = ( Cib Z ) este un omomorfism injectiv.
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Intr-adevar, ¢ (z1-23) = ¥(21)-¥(22), (V) 21,22 € C* gi dack ¥(z1) = ¥(22) = (a+bi) = Y(c+di) =

a b\ [c d o 9FC L dibimetdies 2 —
b oa )= g . b—d a+bi=c+di= 2z = 2.

In concluzie rezulti ci C* ~ (C*) € GLo(R).

d)detl, =1=1I, € SL,(K) = SL,(K) # 0.

Daci A,B € SL,(K)=det A=detB=1=det(A-B)=detA-det B=1= A-B e SL,(K).

Dacd A € SL,(K) atunci det A = 1 deci (3)A~! € M, (K) astfel incat A - A~! = I, de unde
det A - det(A~1) = 1. Prin urmare det(A~!) = 1 adicd A~ € SL,(K).

Am demonstrat astfel c& SL,,(K) este un subgrup al lui (GL, (K),-). Pentru orice A € SL,(K) si
orice X € GL,(K) avem

det(X71-A-X)=det(X ') -detA-detX = det(X ') -detX =det(X1 - X)=detl, =1=
X1 A X € SLy(K) = SLn(K) < GL,(K).

e) Observatie. Acest fapt se poate dovedi si ardtand ca aplicatia g : GL,,(K) — K*,g(A) = det A
este un omomorfism surjectiv al lui (GL,(K),-) pe (K*,) si Kerg = SL,(K). Conform primei teoreme
de izomorfism G L, (K)/kerg ~ K*, adicd GLn(K)/sz, (k) ~ K*.

3.2.24
10 10 1

2— . =
AT= 0—1)(0—1) (0

-1 -1 -1
2 _ .
r=(y" o)

2
— 1
1 2 -1 -1 -1 -3
3 _ . =
B = 0 1) (O —1) (O -1

Prin inductie matematica se arata ca B™ = (—1)" - ( (1) ;L > . B" =1y < n =0 adica ordB = co.

c2_ (0 N (i 0 \_ 20\ (-10
“\0 —i 0o —i ) \o # ) o -1
C4 = 61 0_1)<51 (11):<(1) (1)):12:>0rdC=4

<A>={I,A};< B>={B*|kecZ};< C>={I,C,C* C3}.

3.2.25 Fie M = [m,n| si d = (m,n). Dacam=m'-d,n=n'-d (m/,n' € N*), din M -d = m - n rezultd
cAM=m'-n"-d=m'"-n=m-n'

a) Din zy = yx rezultd ci (z - y)M = zM . yM = gmn' ym'n — (zmyn’ . (yn)m = ¢ . e = e. De aici
rezulta ca ord(zy) este finit si ord(zy) | M.

b) Daca b =ord(zy) avem (xy)’ = 2% - y* = e. Rezulta ca 2° = y~°. Dar, 2* €<z >siy b €<y >.
Din faptul ca < z > N < y >= {e} rezulti ci 2* = y~% = e. Cum ordz = m si ordy = n avem m|b si n|b.
Rezultd ca [m,n]|b adicd M | b. Tindnd seama de punctul a) rezulti ca avem si b | M, adicd M = b.

¢) Din teorema lui Lagrange avem |< x > N < y >| divide |< & >| =ordz = m si deasemenea divide gi
pe |< y >| =ordy = n. Deoarece (m,n) =1rezultacd |[<z>N<y>|=1sgideci <z >N<y>=e}
In concluzie ord(z - y) = [m,n] = m -n. Avem < zy >C< x,y > . Deoarece (m,n) = 1 existd u,v € Z
astfel incat um + vn = 1. De aici z = %"tV = (z™)" -z = ¢ - 2" = 2" - (y")” = (zy)"". Analog
y = (zy)*™. Deci x,y €< xy > ceea ce implicd < x,y >C< x -y >.

3.2.26 1) Se verificd asociativitatea legii de compozitie. Elementul neutru este (0,0,1) € G. Daca
mg = 1, atunci (m1, me, m3) - (2,9, 2) = (M1 +x,ma +y,2) = (0,0,1). Adica vom avea

mi;+x =0 T =-—my
ma+y=0 = Yy=-—m2 j (xayvz):(_mlu_m%l) €q.

Simetricul lui (mq,ma2, 1) este (—my, —mg, 1). Analog, simetricul lui (mq,mg, —1) este (—mg, —mq, —1).
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2) Avem (1,0,1) - (0,1,1) = (1,1,1) = (0,1,1) - (1,0, 1). Deci
H=<(1,0,1),(0,1,1 >=< (1,0,1) > - < (0,1,1) > .

Avem
< (1,0,1) >= {(1,0,1)* |k € Z} = {(0,0,1),(1,0,1), (2,0,1),(3,0,1),...} = Z x {0} x {1}.
< (0,1,1) >={(0,1,1)* |k € Z} = {0} x Z x {1}.
Rezultda H =7Z x Z x {1} ceea ce ne arata ca H; este comutativ, deci H; < G.
3) Hy < Hq,H; comutativ ne conduce la faptul c& Hy < H;. Intrucat Hy = 7 x {0} x {1} i

(1,07—1)_1 -(1,0,1)-(1,0,-1) = (0,-1,-1)-(1,0,1) - (1,0,—1) = (0,0,-1) - (1,0,—-1) = (0,1,—1) ¢ H,,
rezulta cd Ho nu este normal in G.

3.2.27 a) Fie nZ C mZ = n € mZ = (3)k € Z astfel incit n = mk = m|n.

Reciproc, dacd m|n si y € nZ = (3)k1 € Z astfel incat n = m - ki si (I)ke €€ astlel incat y = nko.
Avem y = (mky)ka =m - (k1 - ko) = mk, unde k = k1 - ko € Z.

In concluzie, y € mZ si deci nZ C mZ.

b) mZNnZ < Z. Pe M € 7 astfel incadt mZ NnZ = MZ. Vom arata cd M = [m,n], adici M este
cel mai mic multiplu comun al lui m si n. Din MZ C mZ = m|M si MZ C nZ = n|M, rezulta cda M
este multiplu comun al lui m si n. Deci [m, n]|M si conform punctului a) avem MZ C [m, n|Z.

Dacd M’ este un alt multiplu comun al lui m si n, atunci avem

m|M' = M'Z C mZ

!/ /! /
n|M’ = M'Z C n, }iMZQmZﬂnZ:MZgMZ:Z\ﬂM,

adica M este cel mai mic multiplu comun al lui m gi n.
In concluzie mZ NnZ = [m, n] Z.

¢) (Z,+) fiind grup abelian, mZ + nZ = nZ + mZ = mZ + nZ < Z. Fie d € Z astfel incat
mZ + nZ = dZ. Vom arita ci d = (m,n), adici d este cel mai mare divizor comun al lui m si n.

mZ C<mZUnZ >si nZ C<nZ\JImZ >
adica
mZ CdZ si nZ C dZ.

Conform punctului a) rezulta ca d | m si d | n, adicd d este un divizor comun al lui m si n.
Daca d’ este un alt divizor comun al lui m si n atunci

d'|m=mZCdZ

adica d este c.m.m.d.c. al lui m sin, (m,n) =d.
In concluzie, mZ + nZ = < mZ U nZ >= (m,n) Z.

Exemplu.
67 N 87 = [6, 8]Z adici 67 N 8Z = 247
67 + 87 =< 67 U 8Z >= (6,8)7Z adici 6Z + 87 = 2Z.
3.2.28
n=(5 1363 1)=0200mS
92 = i ; 2 j :5,, g = (3,5) in Sg,
7= ;, % g él i g = (1,3,2) 0 (4,6,5).
3.2.29 a)
T(; %2 g L1L1 Z g 57> 2 g }10 }(1) }2)(179,2,12)0(3,8)0(4711,10)0(5,6,7).
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b) o = 1 23 456 7 8
~\2 315 6 87 4
Cum o (1) = 2 atunci (1) # 1 si consideram transpozitia (1,2). Facem produsul o; = (1,2) o 0.
Avem

— N

4 5 6
4 5 6

(1 3 8012345678_12345
=\ 2 3 8 23156 8 7 4) \\13 2256

7
7
Cum 01(2) = 3, atunci 01(2) # 2 si consideram transpozitia (2, 3). Facem produsul

1 23 456 78
02=(273)°‘71:(1 2 356 8 7 4)'

Cum 02(4) = 5, atunci o2(4) # 4 si consideram transpozitia (4, 5). Facem produsul

123456 78
”3_(4’5)0"2_(1 2 3 46 8 7 5)'

o o
~
B 00
N———

Cum 03(5) = 6, atunci consideram transpozitia (5, 6)
wmien=(1 250 Y]
Deci
(6,8 = (5, )003—(5,6)0( )002
= (5,6)0(4,5)0(2,3)0
(5,6) 0 (4,5) ©(2,3) O( 2)o

de unde obtinem
oc=(1,2)0(2,3)0(4,5)0(5,6) 0 (6,8)

sau
1 23 456 7 8
U_(2 315 6 8 7 4>—(1>273)0(4,5,678).

Tinand seama ca orice ciclu este un produs de transpozitii rezulta ca
0 =(1,3)0(1,2) 0 (4,8) 0 (4,6) o (4,5).

3.2.30 Fie ordy; = (1) = mq, ordye = I(y2) = ma, ... ,ordy, = I(yx) = my. Ciclurile 1,72, ..., fiind
disjuncte rezulta ca pentru i # j, < v; > N < y; >= {e} unde e este permutarea identica. Tindnd seama
de problema 25 rezultd cd ordo =ord(y; 0o y2 0 ... 07) = [ordyy,ordys, . .. ,ordyk] = [m1, ma, ..., myg].

3.2.31 Descompunem intai permutarea in cicluri disjuncte:

a)o = (1,4,7,10)0(2,6,3)0(5,8,9). Cicluly; = (1,4,7,10) are ordy; = I(y1) = 4; ciclul v2 = (2,6, 3)
are ordys = l(72) = 3; ciclul v3 = (5,8,9) are ordys = I(3) = 3. Tinnd seama de problema 29 rezulta
cd ordo = [4,3,3] = 12.

0100 ol2:8+4 (0_12)80042600_4204
o' = (1,4,7,10)" 0 (2,6,3)* 0 (5,8,9)" = €0 (2,6,3) 0 (5,8,9)

1 23456 789 10
o190 =(2,6,3)0 (5,8,9) = L6y 483 s 10)

o = [3,5,2] = 30 & 030 = ¢ o0 = g330+10 =

b) o = (1,3,6) 0 (2,4,5,9,10) o (7,12); or
(0®)3 00! =0'% 010 =(1,3,6)'° 0 (2,4,5,9,10)" 0
In concluzie,

—~ o

9 10 11 12
9 10 11 12
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o . o ko ) otk daca j+k <m
3.2.32 Dacd v = (i1,12,...,%m) € Sp, atunci v*(i;) = { Db daci 4k >m
=(1,2,3)%0(4,5,6,8)° = (4,5,6,8) = (4,8,6,5)

=(3,4)%0(5,2,6,1,8)> = (5,2,6,1,8)> = (5,6,8,2,1)
3001 =((5,6,8,2,1)0(1,2,3) 0 (4,5,6,8) = (2,3,5,8,4,6)
o3004005 = (1,3,4)0(2,3,5,7)0(1,8,4,6)0(8,2,1,4,3)0(1,2)0(1,5)0(8,7,4,3,1,2)0(5,6) =

(1,8)0(2,4,6,3,5,7) 0 (8,2,1,4,3) 0 (1,5,2) 0 (8,7,4,3,1,2) 0 (5,6) =
(13 6?8? 274) o (3’ 77 5)

o300 = [(1,3,4)0(2,3,5,7) 0 (1,8,4,6)]* 0[(8,2,1,4,3) 0 (1,2) o (1,5)]* =
= [(1,8)0(2,4,6,3,5,7)]* 0 [(8,2,1,4,3) o (1,5,2)* =
= (1,8)'0(2,4,6,3,5,7)" 0 [(1,5) 0 (2,4,3,8)]> =
(2,4,6,3,5,7) 0 (1,5)% 0 (2,4,3,8)> = (2,5,6) 0 (4,7,3) 0 (2,3) 0 (4,8) = (2,4,8,7,3,5,6)
os004,003 = [(8,7,4,3,1,2)0(5,6)]0((8,2,1,4,3)0(1,2)0(1,5)]0[(1,3,4) 0 (2,3,5,7) o (1,8,4,6)] =

= [(8,7,4,3,1,2) 0 (5,6)] 0 [(8,2,1,4,3) 0 (1,5,2)] o [(1,8) 0 (2,4,6,3,5,7))] =
= (8,7,4,3,1,2) 0 ((5,6) 0 (1,5) 0 (2,4,3,8) 0 (1,8) 0 (2,4,6,3,5,7) = (1,8,6,7,3,2) o (4,5).

3.2.33 Dacd i € {o(i1),0(i2),...,0(ix)}, atunci

(0oyoo™)(i) = (goyoo ) (o(im)) = (0 09)(im) = 0(Y(im)) = 0 (im+1)

pentru m € {1,2,3,...,k — 1}. Dacid i = i), avem (c oyoo 1) (iy) = o k
{o(i1),0(ia),...,o(ix)} adicd o 1(i) & {i1,1a,...,ir}. atunci y(o~1(i)) = 07 1(i) = (coyoo™1)(i) =1.
b) Folosind punctul a) avem

1004007 = 010[(8,2,1,4,3)0(1,2)0(1,5)] o0y =

= [010(8,2,1,4,3) 007 o lo10(1,2) 007 olo10(1,5) 007 ] =
= (01(8),0 () (1)70() 1(3)) o (01(1),01(2)) o (01(1),01(5)) =
= (4,3,2,5,1)0(2,3)0(2,6

0520033)(7_51—(05_2)0030(05 )~

z _[(85%43,1,2) (5,6)] (8,7,4,3,1,2)? = (8.4,1)0(7,3,2)
JE? [(8’471) ( )] (87471) 10(77372) :(17 ) (2 3, 7)
o5 00300% = (0’52(1)7052(3) a5 2(4)) 0 (05(2), 05 (3), 05 %(5), 05 2(7))o

o(o52(1), 05 %(8), 05 2(4), 05 %(6)) = (4,7,8) o (3, 7,5,2) 0 (4,1,8,6)

5

Analog, pentru 0, ° 004005 =520 a40 (05°)7!

o5 =[(3,4) 0 (5,2,6,1,8)]° = (3,4)° 0 (5,2,6,1,8)° = (3,4); 05,° = (4,3)

oy 00s005 = (05°(8),05°(2),05°(1),05°(4),05°(3)) 0 (05°(1), 05 °(2)) 0 (05 °(1), 05 °(5)) =
= (8,2,1,3,4)0(1,2) 0 (1,5).
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¢) Avem
01002 =02001] @0100200;1202,
01003 =0300] @aloagooflzag.

Trebuiesc verificate ultimele egalitati

groop00;t = (01(1),01(4),01(7)) 0 (61(2),01(5),01(8)) o (61(3),51(6),01(9)) =
(2,5,8)0(3,6,9)0(1,4,7) = (1,4,7) 0 (2,5,8) 0 (3,6,9_= 09

(Fiind cicluri disjuncte ele comuta doud cate doud).

010050 01_1 = (01(4),01(5),01(6)) o (01(7),01(8),01(9)) =
(5,6,4) 0 (8,9,7) = (4,5,6)0(7.8,9) = 0.

3.2.34 a) Subgrupul simetric de ordinul 3 este

1 2 3 1 2
53:{6;01:<2 1 3)=(172); Uz=(3 9

3
03:(} : ‘;’>:(2,3);a4:<; . f):(1,2,3); 05=<1 ):(1,3,2)}

ordoy = l(01) = 2; ordoy = l(02) = 2; ordos = l(03) = 2; orde = 1, ordoy = l(04) = 3; ordos =
l(0'5) = 3.

b) S3 are subgrupurile improprii: Hy = {e}, Hy = S3. Conform teoremei lui Lagrange ordinul unui
subgrup divide ordinul grupului. Rezulta ca S; poate avea subgrupurile proprii de ordinul 2 sau 3 care
sunt ciclice.

Hy =< 01 >= {6,0‘1}

Hy =< 09 >={e,02}

Hs =< 05 >={e,03}

Hg =< 04 >={e,04,0%} = {e,04,05} =< 05 >= A3z (permutdrile pare).

Hy, S5 sunt subgrupuri normale.

|53:H6|:|}\Hg,z|=g=2:>H6§]Sg

Vertificam daca o9 0 H3 = H3 0 09 avem

020 Hy = {0309 001}= {0104}

02 001 = (1,3) O (172) = (1,2,3)

01 009 = (1,2) o (173) = (1,3,2) = 05

H3zoo09 = {02,01 o 02} = {02705}
Analog se arata ca nici Hy si Hs nu sunt subgrupuri normale in Ss.

N W

= 090 H3 # H3 009 = Hj3nu este subgrup normal in Ss.

d) S3/m, ={o o Hy|o € S5} = {{e}{o1},{o2} {03}, {0}, {o5}}

S3/m, = {00830 € S3} = {53}
S3/n; = {00 Hg|lo € S3} = {Hs, (1,2)0 < (1,2,3) >} = {{e,(1,2,3),(1,3,2)},{(1,2),(2,3),(1,3)}} =
{A3,O'2 OAg}

iar operatiile sunt definite astfel:

° {e} | (o1} | {o2} | {os} | {oa} | {o5}
{e} | {e} | (o1} | {o2} | {os} | {oa} | {o5}
(01} | {o1} [ {e} | {os} | {oa} | {03} | {o2}
{oo} | {02} | {oa} | {e} | {os} | (o1} | {os}
{os} | {os} | {os} | {oa} | {e} | {o2} | (01}
{oa} | {oa} | {o2} | {03} | (01} | {o5} | {e}

{os} | {os} | {os} | (o1} | {o2} | {e} | {oa}

] Ag O’QOAg
Z 5,3 A3 A3 O'QOAg
3 3 g9 OA3 020A3 A3
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Deci grupul Ss/ g, =~ S3; S35/ 4, > Zo.
3.2.35 Fie 01 = (1,2)0(3,4); 02 = (1,3)0(2,4) 01002 = (1,2)0(3,4) 0(1,3) 0 (2,4) = (1,4)0(2,3) = 03

02001 = (1,3)0 (2,4) o (1, ) 3, )= 4)0(2,3) =03
ordalf[2,2]:2:>0f:cr§:a§
ordos = [2,2] =2
ordos = [2,2] =2
H =< (1,2)0(3,4), (1,3) 0 (2,4) >=< (1,2) 0 (3,4) > o < (1,3) 0 (2,4) >
H = {e,(1,2) 0 (3,4),(1,3) 0 (2,4), ( 4)0(2,3)}
Completand tabla de operatie avem

o e o1 g2 g3

g1 g2 g3
01 o1 (& g3 g2

g9 g9 g3 (& g1
g3 o3 09 01 e

c1003=1(1,2)0(3,4)0(1,4)0(2,3) =(1,3)0(2,4) =02
o2003=1(1,3)0(2,4)0(1,4)0(2,3) =(1,2) 0 (3,4) =04
Constatam ca este la fel structurata cu cea a grupului lui Klein.

Inele

3.2.36 a) Verificam axiomele inelului comutativ cu element unitate: i) (Z,®) este un grup abelian
Intr-adevar, operatia ”@” este asociativa, adicd (V)z,y,z € Z avem

(xdy)dz=(r+y+a)®z=x+y+a+z+a=x+y+2+2a,
r®Ydz)=xdy+z+a)=r+y+z+ata=x+y+2z+2a,

deci (z@y)®z=2® (y D 2).
Operatia ”@®” este comutativa, adicA s @y =y ®d z, (V)z,y € Z

rdy=x+y+ta=y+rt+a=ydx.

Elementul neutru: (J)eq € Z astfel incat e @z =vPeg =z, (V) z € Z.

Din ecuatiax @ eg =2 = x+eg +a =2 = ey = —a € Z. Deci elementul neutru este e = —a.

Element simetric: (V) z € Z, (3) 2’ € Z astfel incat z @ 2’ = eqy = 2’/ ® .

Din ecuatia © @2’ = eq avem z + 2’ +a = —a = 2’ = —x — 2a € Z. Deci elementul simetric al unui
element x € Z este 2’ = —z — 2a.

ii) (Z,®) este monoid comutativ.
Intr-adevar, inmultirea ”®” este asociativa, intrucat pentru x,y, z € Z arbitrare, putem scrie

(z)Oz=[(r+a)(ly+a)—aOz=(x+a)ly+a)(z+a)—
rOyoz)=z0(y+a)(z+a)—a=(+ally+a)(z+a)—ata—a=(r+a)(y+a)(z+a)—

Deci (z0y)0z=20 (y© 2). R
Aratam ca legea de compozitie "®” este comutativa. Intr-adevar, daca x,y € Z arbitrare avem

rOy=(r+a)y+a)—a=(y+a)c+a)—a=your.

Elementul neutru fatid de operatia ”©®” va fi: (3) eg € Z astfel incit z©eqg = ep @ =z, (V) z € Z.
Rezolvand ecuatia ¢ ©® e = = avem

(x+a)eg+a)—a=z=(x+a)leg+a)=z+a, (V)z€Z.

Pentru z # —a avem e +a=1=eg =1—a € Z. Pentru z = —a avem —a © (1 —a) = (—a+a)(1 —
a + a) —a = —a. Deci elementul neutru este e = 1 — a.
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iii) inmul‘girea 7©®” este distributiva fata de adunarea ”@”. Intr-adevir, pentru z,y, z € Z arbitrare,
avem
z2Oydz)=z0@Wy+z+a)=(x+a)ly+z+a+a)—a=(x+a)ly+z+2a)—a

rOyroz = [(+a(yt+a)-doz+a(z+a)-a=
(x4+a)ly+a)—a+(x+a)(z4+a)—a+a=(x+a)(y+z+2a)—a.

Deciz® (y®z) =20y ®ax® z. Aceasta inseamnd cd Inmultirea © este distributiva la stanga fata de
adunarea @ dar cum inmultirea ® este comutativa, este asigurata si distributivitatea la dreapta. Prin
urmare, (Z,®,®) este un inel comutativ cu element unitate eg.

Pentru a arata ca in acest inel nu exista divizori ai lui zero, revine la a arataca x Oy = eq = = = eg

sau y = eg.
Intr-adevér, Oy = eg © (x+a)(y+a)—a=—-a= (x+a)(ly+a) =0=x+a =0 sau
y+a=0=x=—asauy= —a adicd z = eg sau y = eg.

b) Determindm grupul (U(Z),®) al elementelor inversabile. Avem z € U(Z) < ()2~ € Z cu
rozl=r1loz=e e (@+ta)(rz7l+a)—a=1-a= (z+a)(z  +a)=1=
z+ae{-1,1} {xe{—l—a,l—a:e@}

r ' +ae{-1,1} rte(-1-al—a=ex} °

Agadar, U(Z) = {—1—a,1 —a = eg} este un grup ciclic de ordinul 2. S& remarcdm ci pentru a = 0
inelul (Z,®, ®) coincide cu inelul obignuit (Z, +, ).

3.2.37 (C, +) este un grup comutativ. Ardtam cd (C,*) este un monoid.
Verificam asociativitatea operatiei ”*”. (V)z1, 22, 23 € C avem

(Zl * ZQ) * 23 = [(a1 —+ bll) * ((12 —+ bQ’L)] * (ag =+ bgl) = [a1a2 + (albg —+ agbl)i] * (a3 =+ bgl) =

aiazas + (a1a263 + aiazby + a2a3b1)i.

Z1 * (ZQ * Zg) = (al + bll) * [(ag + bQZ) * (a3 —+ bgl)] = (a1 + bl’L) * [a2a3 + (a2b3 + agbg)i] =
= ajasas + ((11(12()3 + aiazby + a2a3b1)i.

Deci, (21 * 22) % 23 = 21 * (22 * 23), (V) 21, 22, 23 € C.
Verificdim comutativitatea operatiei ”*”. Daca z1, 22 € C sunt elemente arbitrare, atunci

Z1 % 29 = (a1 =+ bll) * (CLQ + bQZ) = ai1as + (albg + azbl)i = ag201 —+ (CLle —+ albg)i = Z2 ¥ Z7.

Element neutru: (3) egp € C astfel incdt e x z = z % e = z pentru z € C ales arbitrar. Rezolvand
ecuatia z * e = z vom avea

. . . . . axr =a r=1 z=1
(a—i—bz)*(m—l—yz)—a—l—bzsauaa:—&—(ay—i—bx)z-a—i—bz:{ ay+ bz = b :>{ ay =0 { y=0

Elementul neutru este e = 1.
Elementul nul este eq = 0 si daca operam ¢ x ¢ = 0 rezulta ca ¢ este divizor al lui zero.

3.2.39 Fie x € A. Deoarece x 4+ = € A rezulta cd x + x este idempotent si vom avea
(z+z)il=r+x (1)
Pe de alta parte, putem scrie
(z+z)=@+a)e+a)=o?+2®+2°+2’ =z +a+o+a

Asadar,
(z+2)=cr+z+z+a (2)

Din (1) si (2) rezultd z + = = x + x +  + x, de unde considerand opusul lui z gi anume pe —z vom
avea  +x = 0. Daca A este inel cu element unitate, rezulta ca in particular 1+ 1 = 0, adica charA = 2.
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b) Fie z,y € A. Din ipotezd avem (x+y)? = z+y. Dar (z+v)? = (z+y)(x+y) = 22 —ay+yr+y? =
=z +ay+yr+y, adici ¢ +y =  + zy + yx + y, de unde rezultd cd zy + yxr = 0, adicd xy = —(yx).
Din x + =z = 0 rezultd ca x = —x, adica orice element din A este egal cu opusul sau si atunci rezulta ca

ry = —(yr) = yz.

Cum z,y € A au fost arbitrare, rezulta ca inelul A este comutativ.

c¢) Daci R # {0} este integru si a,b € R\{0}, atunci ab(a + b) = a?b + ab® = ab + ab = 0 conform
celor demonstrate la punctul 1°. Cum R este domeniu de integritate si a, b # 0 rezultd ca a + b = 0, deci
a = —b = b ¢l prin urmare toate elementele nenule ale lui R sunt egale intre ele. Aceasta demonstreaza
ca R are doar doua elemente si este izomorf cu Zs.

3.2.39 Se araté relativ ugor cd (A, +) este un grup comutativ. Elementul zero fiind (0,0) si pentru (V)
a,b € Z opusul lui (a,b) € A este (—a, —b) € A.

Sa aratam, In continuare ci (A, %) este un grup comutativ cu unitate. Fie (a1, b1), (ag, b2), (as,b3) € A
alese arbitrar. Vom avea

[(a1,b1) * (a2,b2)] * (a3, b3) = (a1a2 + 3b1b2, a1bs + a2b1) * (as, bs) =

= ai1asas —+ 3a3b1b2 —+ 3a1b2b3 —+ 3(121)1[)3, alagbg —+ 3b1b2b3 —+ alagbg —+ agagbl); (1)

(a1,b1) * [(az,b2) * (a3, b3)] = (a1,b1) * (azaz + 3babs, azbs + azbz) =
= ajasa3 + 3a1babs + 3asb1bs + 3agb1bs, aiasbs + 3b1babs + ajazbs + a2a3b1). (2)
Comparand (1) cu (2) obtinem [(a1,b1) * (ag,bs2)] * (a3, bs) = (a1,b1) * [(az, ba) * (as, b3)].
Comutativitatea iInmultirii:
(a1,b1) * (az,b2) = (a1az + 3b1ba, a1b2 + azby) = (azaz + 3b2b1, azby + arby) =
= (az,b2) x (a1,01), (V) (a1,b1),(az,b2) € A.
Elementul unitate: (3) (e1,e2) € A astfel incat (eq, ea) * (a1,b1) = (a1,b1) * (e1,e2) = (a1,b1), (V)

(al, bl) € A.
Rezolvam ecuatia (ay,b1)*(e1, e2) = (a1,b1) & (are1+3brez, a1ea+brer) = (a1, b1), (V) (a1,b1) € A.

Avem sistemul: { are1+3bies =a | - (=) = (af = 3b7)es = 0; af # 3b7, (V)(a1,b1) € A cu

bie; +ajea =0 -a
a1 70 . Rezults ci ez = 0. Din { “' 7% = ¢] = 1. Deci elementul unitate este (1,0) € A.
b1 7’5 0 blel =b
Distributivitatea:
[(a1,b1) + (az,b2)] * (a3,b3) = (a1 + az,b1 + b2) * (a3, b3) =
= (a1a3 + asag + 3b1b3 + 3bobs, a1bs + asbs + asby + agbg)
(al, bl) k (a3, bg) + (0,2, bz) X (0,3, bg) = (0,1(13 + 3b1b3, a1b3 + agbl) + (a2a3 + 3b2b3, a2b3 + a3b2) =

= (a1a3 + azas + 3b1bs + 3babs, a1bs + asbs + azbr + asba)
Rezulta ca
[(a1,b1) + (az,b2)] * (a3, bs) = (a1,b1) * (as, bg) + (a2, b2) * (as, b3), (V)(a1,b1), (a2, b2), (as, bs) € A.

In concluzie, (A, +, *) este inel comutativ.
Sa aratam, in continuare, ca inelul A este fara divizori ai lui zero. Fie (a1,b1), (a2,b2) € A, a1,b1 #0
cu proprietatea ca (a1, b1) * (ag,bs) = (0,0), adica

aias + 3b1by =0 -bay
aibs +asby =0 -(—CLQ)
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30162 — a3by = 0 = by (303 — a3) =0, (V)ay, by € Z,a3 # 3b3 = by =0,

_ . a1a2=O CLQ:O
a1b17é0,b1—0:>a17é0§1 { aby = 0 :>{ by = 0.

In concluzie nu exista divizori ai lui zero.

3.2.40 a) Se arata relativ ugor cd operatia ” +” este asociativd, comutativa, elementul neutru fata de
adunare este e = (0,0) si oricare ar fi (a,b) € Q x Q simetricul lui este (—a, —b) € Qx Q, adicd (Q x Q, +)
este grup comutativ.

Din calcule, rezulta ca operatia ” T” este asociativa gi comutativa. Sa vedem, mai departe, existenta
elementului neutru fata de operatia ”T”7: (3) €/ = (e1,e2) € Q x Q astfel incat

(a,b) T (e1,e2) = (a,b) = (e1,e2) T (a,b).
Rezolvand ecuatia (a,b) T (e, e2) = (a,b) vom avea

ae; —bey = a «(=b)
be; + (a+blea =b | (+a)
= (a®*+ab+bea=0, (V)a,bcQ=e3=0

(1928 Wuneasan=1

(aey; — beg,aes + bey +bes) = (a,b) & { =

Elementul neutru fatd de operatia ” T” este ¢/ = (1,0) € Q x Q.
S& vedem, mai departe, daci (V) (a,b) € Q x Q, (a,b) # (0,0), (3) (a/,V') € Q x Q astfel incat
(a,b)T(d',b') = (1,0) = (a/,b') T (a,b).
Rezolvand ecuatia (a,b)T (a/,b') = (1,0) avem: (aa’ — bb',ab’ + a’b+ bb') = (1,0)
{ aa’ —bb' =1 -(=b)

ba' + (a + b)Y =0 =

b

2 2 _ —
:>(b +a +ab)b/—7b:>bl—7m,a#osaub#o.
, a+b b a+b b a+b
aQ = ——. = — = = .
b b a? + ab+ b2 a? + ab+ b2

Deci (V) (a,b) € Q x Q, unde (a,b) # (0,0) este inversabil si

b b
(@ b) =20 .
a?+ab+ 02" a®+ ab+ b2
Distributivitatea se verifica prin calcul. Deci (Q x Q, +, T) este corp comutativ.

b) Fie functia f: Q(v/=3) — K, f(2) = (a—b,2b), 2 € Q(v/-3), z=a+b/-3 cua,be Q.

Sa verificam ca f este omomorfism bijectiv.
f(z1+22) = f(21) + f(22)
(21 22) = f(21) T f(22),
pentru z1, 20 € Q(v—3), 21 = a1 + b1v/—3, 22 = as + ba/—3. Avem

f(zl + 2’2) = f(a1 +ao + (bl + bz)\/ —3) = (a1 + as — by — by, 2b1 + 2b2) =
= (a1 — by +ag — by, 201 + 2b2) = (a1 — b172b1) + (CLQ — b2,2b2) = f(Zl) + f(ZQ)

f(Zl . 2’2) = (a1a2 — 3blb2 — (llbg — a2b1, 2(111)2 + 2a2b1) (1)

f(21)T f(z2) = (a1 — b1,2b1) T (az — b2, 2b2) =
= (alag — a1by — asbhy + bibs — 4b1by, 2a1bs — 2b1by + 2a9b17 — 2b1by + 4b1b2> =
= ((Llag - 3b1b2 - albg - azbl, 2@11)2 + 2a2b1) (2)
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Din (1) si (2) rezultd ca f(z1 - 22) = f(21)T f(22), adica f este omomorfism.
S& verificdm injectivitatea. Dacd f(z1) = f(22) < (a1 — b1,2b1) = (ag — ba, 2bs) =

a1 — by =az — by a1 = as — S
:>{ 2b, = 2by :>{ by = by , deci z1 = z9 = f este injectiva.

Surjectivitatea: Fie (a,b) € Q x Q, avem de rezolvat ecuatia f(z) = (a,b), unde z = a1 +b1v/—3 €

b
- ag=a+ 5 €Q
Q(v—-3) adica (a1 — b1,2b1) = (a,b) = { gé _blb @5 b 2 , deci f este surjectiva.
1=
bp=-¢ @
2

Prin urmare f este bijectiva si deci Q(v/—3) ~ Q x Q.
3.2.41. Fie (R,+,-) un inel cu 1—unitate. Pentru orice a,b € R avem
1+1)-(a+b)=1-(a+b)+1-(a+b)=1-a+1-b+1-a+1-b=a+b+a-+b.
Folosind distributivitatea inmultirii fatd de adunare
1+1)-(a+b)=(1+1)-a+(1+1)-b=a+a+b+b,

de unde deducem cd a+a+b+b=a+ b+ a-+b. Adunand la stdnga opusul lui a, iar la dreapta opusul

X"

lui b obtinem b + a = a + b. Deoarece a,b € R au fost alese arbitrar rezulta ca ”+” este comutativa.

3.2.42 Daci consideram inelul My (Zsy) = { ( Z Z )

a,b,c,d e Zg} al matricilor patratice de ordin

+,-) are 16 elemente, este un inel necomutativ. Intr-adevar, dacad

/\

2 cu coeficienti din Zs, (

/ M(Z2), +,-)
S 1 1 A .
consideram elementele T ) si 5 T prin inmultire vom avea

1

0
1 . . e
) , adicd Mo (Z2) este inel necomutativ. Nu existd

—) =)
) =)
) =)
—) =)
—) =)
—) o)

/N TN
) =)
—) =)
=) =)
=) o)
) )

11 11 1 1
Deci ~ o~ . ~ o~ ~
corpuri finite necomutative conform teoremel 1u1 Wedderburn

3.2.43 a)Din

=) =)y TN 7N

(a+b)?=(a+b)a+b)=a’>+a-b+b-a+b?

2 2 _ 2 2
(a+b)% = a2+ 2ab + b° =a”+ab+ba+b°=a”+ab+ab+b°.

Cum in grupul (R, +) se poate simplifica cu orice element rezultd ci ba = ab.
Reciproc, daca ab = ba, atunci

(a+b)? = (a+Db)(a+b) =a*+ab+ba+b* = a® +ab+ ab+ b* = a* + 2ab + b*.

Din a? —v?> = (a — b)(a +b) = a® — b*> = a®> + ab — ba — b*> = ab — ba = 0 = ab = ba.
Reciproc, dacd ab = ba, atunci (a — b) - (a +b) = a® + ab — ba — b? = a* + ab — ab — b* = a® — b°.
b) Demonstram prin inductie dupa n.
Pentru n =1, (a +b)! = CYa't® + C{a’b. Deci egalitatea se verifica.
Pentru n = 2, (a + b)? = C%a® + Cla - b+ C3b°.
Daca egalitatea este adevarata pentru n atunci

(a+b)" =(a+b)"(a+b) = (C%"+Cla" b+ ...+ C" tab" ! + C"b"™)a+

+(CY%" + Cla™ o+ .. 4 O ab" T+ COM)b =



3.2 Solutii 61

=C%" T+ (CE+CDa™ b+ ...+ (O + O Yab™ + Cl T
Cum CY =Cr =1 Ck+ CF~1 = CF_ | pentru orice n € N* i 1 < k < n, avem

(a+b)" = Cpiqa™ 4+ Cpppab+ .+ Cppab” + O™

Deci egalitatea (*) din enunt, este adevarata pentru (V) n € N*.
Din faptul c& ab = ba rezulta ™ -b™ = b™-a™, (V) m,n € N* (se arata prin inductie dupa m respectiv
n). (a=b)(a" P +a" 2b+...+ab" 2 +b" ) =a"+a" b+ . . +a?b" 2+ ab" " —ba" " —ba" 20—, . —
—bab" "2 —b" =a" +a" b+ ... +a?b" 2 fab"t —a" b — a2 — . —ab? b =a — b
Analog, pentru ultima egalitate.

3244 V)zeR=2=0=—a=(-2)0=2=2r=2+2=0<2-2=0, adici carR = 2. Atunci

(x4 2%)5 = 25 + 627 + 152% + 202° + 15210 4 62! 4 212 = (1)
=S+ a8 20422 =2+ 2% 25 22
Dar
(z +22)° =z + 22, (2)
Din (1) si (2) rezultd cd z + 2% = o + 23 + 2° + 22 adicd 23 + 2° = 0 sau 2° = —2® = 23. Rezulta
r=a%=2% 2t =22 2 =2% =22
324542 +5=0=4r=9-5=4dz=4= 2 c {1,4,7,10}
7(303(3|5(8]7|8|9|W| T
4la|8|0]4a[8|0]4a]8]0]4 |8

5x+5—9=>533—4 Deoarece@ 7)—1eX1sta5 LeZsy §1anume5 15
Vom avea, r=51.4=5.4=8=2=28
a b

Fie ( e d > € My(C) astfel incat

1 2 | a b B 1 2 N a+2c=1 N a=1-2c
1 2 c d) \1 2 b+2d=2 b=2-2d

Multimea solutiilor ecuatiei matriceale este

S:{( 1—2¢ 2—2d>’ c,de(C}.
c d

3.2.46 U(Z1,) = {1,5,7,11}. Divizorii lui zero sunt elemente neinversabile in Z15, adicd {2, 3,4, 6,8, 9,10}.
Coeficientii lui « si y fiind divizorii lui zero, aplicarea metodei reducerii poate conduce la sisteme
neechivalente. Adunand cele doua ecuatii ale sistemului dat obtinem

Vom avea
3z 44y = 11 3z 445z +9) =11 3z + 8z =11
USRI & PPN & -
y=5x+9 y=>5x+9 y=5x+9
o [Te=T1_ _ [a2=1
y=>5x+9 y=5+9=2

Deci sistemul are solutie unicd pe (1,2).

3.2.47 Avem 1 = 14 0v/2 € Z[V2] deci Z[v/2] # 0. Pentru orice u = a + bv/2 € Z[V2], v = a’ + b'\/2 €
Z[V2):

u—v=_(a—a)+(b—b)V2eZV2

u-v = (aa’ +2b0') + (ab' + a'b)\/2 € Z[V2).



62 3. Probleme de algehr

Deci, Z[v/2] este un subinel al lui (R, +, -) care contine unitatea 1.
Aratam in continuare ci subinelul Z[v/2] este generat de {1,v/2}. Evident ca

{1,V2} C Z[V2]. (1)

Fie A subinel al lui (R,+,-) si {1,v/2} C A. Sa aratam ca Z[v2] C A, adicd Z[v/2] este cel mai mic
subinel al lui (R, +,-) care contine pe {1,+/2}. Din faptul ci A este subgrup al lui (R, +) si 1 € A rezulta
cdl+lede2ch2+41cAe3cAgamd ke A, (V)keN. Dinl e A rezultd cd —1 € Asi
—1—1€ Asamd. —k e A, adicdi Z C A. Analog, din faptul ci v/2 € A si cd A este subgrup al lui
(R, +) se arata ci Z[v2] C A. Din faptul ca Z,Z[v2] C A si din faptul ci (A, +) este grup rezulta ca
Z+ 72 C A adica

23] € A 2)

Din (1) si (2) rezulta ca Z[v/2] este cel mai mic subinel al lui R care include pe {1,+/2} adica Z[v/2] este
subinelul generat de {1,v/2}.

i) 1=1+0v2 € Q(v2), Q(W2} # 0, |Q(vV2)| > 2.

Pentru orice z = a + bv/2 € Q(\/ﬁ), y=d +V\V2e Q(v/2) avem

r—y=(a—a)+(b-V)V2eQH?2)
z-y = (aa’ +2b0) + (ab’ + a'b)v/2 € Q(\/2)

Fie v = a +bv2 € Q(v/2), a # 0 sau b # 0, adicd z # 0. Avem (a + bv/2)(a — byv/2) = a? — 2b% # 0 (daca
2

a’? — 2b% = 0 atunci a® = 2b? si pentru b # 0 am avea Cb% — 2 adici % — /2 ceea ce este fals).
1 a—0bv2 a b
A - - = - V2 2).
vem a—+ b\ﬁ a? — 2b? a2 — 2b2 a2 — 22 \f € Q(\[)

Deci Q(v/2) este subgrup al lui (R, +).

Ardtam in continuare ca Q(\/i) este generat de v/2. Evident, v2 =0+1-12 € Q(\/i) Fie A
subcorp al lui (R, +, ) cu proprietatea ci v/2 € A. Se arata, in continuare, ca Q(v/2) C A, adici Q(v/2)
este cel mai mic subcorp al corpului (R, 4+, ) care contine pe v/2. A fiind subcorp al lui (R, +, -) rezulta
ca 0,1 € A.

Deoarece (A, +) este subgrup al lui (R, +) rezultd, analog ca la punctul i) ca Z C A.

Din faptul ca (A, +,-) este subgrup al lui (R, +, ) rezultd c& (A*,-) este subgrup al lui (R*,-).

Deoarece 1 € A rezutd cd < 1 >= Z C A adica pentru orice k € Z* avem k € A* si din faptul ca

1 1 1 1

(A*,-) este subgrup rezulti ci si k~! = — € A*. Pentru orice m € Q* avem m_Z +—+...+— €A~
k n n n n n
—_———

m ori1
In concluzie Q* C A* gideci Q C A.
Din faptul c& v/2 € A, rezulti ca si Q + Qv2 C A, adicd Q(v/2) € A. Q(v/2) fiind cel mai mic
subcorp al lui R care il contine pe v/2, rezulti ci /2 genereazi acest subcorp.
iii) Fie oo = /2 € Sy. Rezultd o? = /4. Presupunem ca a2 € S;. Rezulta ci existd z,y € Z astfel
incat o? = r+yv/2 = x+ya, ceea ce implicd o® = (z+ya)-a = za+ya?. Rezulti ci 2 = za+y(z+ya).
Deci 2 = 2y + (v + y?)a si deci 2y = 2 si  + y? = 0. Rezolvam sistemul:

Ty =2
z+y2=0

Aceasta conduce la

r=1y=2 r=2;y=1 r=—1; y=-2 r=-2;y=-—1
I'{ 4 = —1 Fals! H'{ 1 = —2 Fals! HI'{ 4 =1 Fals! Iv. —1+4 =0 Fals!

b2 ”

Rezulta ca sistemul nu are solutii intregi si deci a? ¢ 5. In concluzie Sy nu este stabild in raport cu
gi deci S1 nu este subinel al lui (R, +,-).
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. . . . cy =2
iv) Analog punctului iii) trebuie rezolvat sistemul { z eryz -0
2 3 3
—y y=2 -y’ = =vV-2¢Q
{_2_ :>{ y__2 :>{y__3§Z
y = r=-Y ==Yy
In concluzie a = V2 € Sy dar a? ¢ Sy si deci Se nu este stabild in raport cu
subcorp cu (R, +, ).
Observatii.

unde z,y € Q. Pentru x < 0 avem

si deci sistemul nu are solutii rationale.

».n

adica Sy nu este

ZIV2) = <ZU{V2}>.
QWV2) = <QU{v2}>.

3.2.48 Fie 2 = a1 + biv/d, 2 = as + bp/d din Z[Vd] = {a+ bVd| ab e Z}.

21 - 29 = (ay + b1Vd)(ag + bav/d) = ayas + dbybs + (a1by + azby)Vd.

71 29 = a1a9 + bibad — (a1b2 + agbl)\/g.

(Zl . 2’2) . (m) = (a1a2 + blbgd)Q — d(a1b2 + (121)1)2 = a%a% + 2a1a2b1b2d + b%b§d27
—a?b3 — 2ayasb1bad — a2b?d = a?a? — a2b3d — a3b3d + 4b3b3d

@(z1 - 22) = |afa3 — aibyd — a3bid + 4b7b3d]| (1)

#(=1) - pla) = [af — b - |a} — 3] = |(a} — Wa) (a3 — B5d)] = @)

= |afa3 — afb3d — a3bid + 4bb3d|

Din (1) si (2) rezulta c& ¢(21 - z2) = (21) - p(22) pentru orice 21, 29 € Z[Vd].
Observatii. Omomorfismul se poate arita astfel:

p(z1-22) = |z21-22-71 22| =|21-22-Z1-Z2| =|(21-Z1) - (22 -Z2| =

= |z1-71| |22 - 72| = p(21) - @(22), pentru orice 21,z € Z[Vd].

Fie z € Z[V/d] inversabil. Atunci existd z~* astfel incat z-2~! = 271 . 2 = 1. Avem @(z -2~ 1) =
o(1) =1si p(2) - @(27') =1 in N ceea ce implicd p(z) = 1.

Reciproc, dacd ¢(z) = 1 atunci |z-Z| = 1 gi deci 2-Z = 1 sau z-Z = —1, adicd 2z~
27l =—7.
3.2.49 Fie functia ¢ : Z[v2] - N, ¢(2) = |2 -Z|. Dacd z = a + bv/2 atunci ¢(z) = |a* — 2b%|. Conform,
problemei anterioare 2 este inversabil daca si numai dacd ¢(z) = 1, adica z € U(Z[V2]) & |a? — 20%| = 1.
Deci z € U(Z[V2]) & a® — 2b* = £1. Aceasti egalitate este satisficuta pentru z; = 1,20 = —1,23 =
1+v2,24 = (14++2)2 =3+2v2, 25 = (1 +/2)% = 7+ 52 si in general pentru orice putere a lui
1+ v/2. Cum sirul puterilor lui 1 + v/2 este infinit rezulti ci existd o infinitate de elemente inversabile

in Z[v/2].

. 1 0 o (a1 b _ [ a2 be
3.2.50EV1dentR75@(<0 I)GR)~F16A(2(,1 a1>’B(2b2 a2>'

— b1 —b
A-B=( 1= ® 177 ) eR.
< 2(b1 — bg) ay — ag

. a1 by as b . aias + 2b1by ai1bs + asby
A-B= ( 201 ay > ( 2by  as > o < 2(a1b2 +a2b1) aias + 2b1bsy > € R

Deci R este subinel in (M2(Z),+,-).

. a1ag + 2b1by a1by + agby
> . = .
Avem |R| >2gica A-B ( 2arby + ashy) ayas + 2bybs )

B. A= a9 b2 . al b1 _ asay + 2b2b1 a2b1 + a1b2 .
o 2by  as 2b1 aq o 2(()2&1 + agbl) 2b2b1 + agaq o

I = 7 sau
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o aias + 2[)1()2 a1b2 + agbl —A.B
o 2(0,11)2 + agbl) aias + 2b1b2 - ’

adica operatia ”-” din R este comutativa.
10 1 0 . .
Avem I, = ( 0 1 ) = ( 9.0 1 ) € R este elementul unitate in (R, -).

o O

> , adica

. . N v PR 9 0
Mai trebuie ardtat ci (R,+,-) nu are divizori ai lui zero. Presupunem ci A # ( 0

0

a17£()saub17é0§icéA~B<0 0

> ceea ce este echivalent cu

aias + 2b1by =0 N aias + 2b1by =0
a1b2 + CLle = 0 blag + albg = 0

ay 21)1

_ 2 _ 912
by ar | aj — 2by # 0 deoarece

Avem un sistem liniar i omogen in necunoscutele as, by Ag =

V2 e R\Q.

Deci singura solutie a sistemului este as = bo = 0 ceea ce arata ca

wm (00 )sar (8 0) e

adica (R, +,-) nu are divizori ai lui zero.
In concluzie (R, +, ) este un domeniu de integritate.

b) Fie functia f: Z[V2] — R, f (a +bV2) = ( ;b Z ) .

Aratam ca f este izomorfism de inele. Daca z1 = a; +b11/2 Si 2o = as +b5v/2 doud elemente oarecare
din Z[v/2], atunci

o o
o o

)

z1+ 20 = (a1 + a2) + (b1 + bg)\/§§z’zl - zo = araz + 2b1ba + (a1by + agbl)\/i.

Avem
o a + as b1 +b2 _ aq b1 ag b2 _
f(zl+z2)_(2(bl+b2) ay + as )_(261 ay >+< %y as )_f(zl>+f(22)'

_ aias + 2b1b2 a1b2 + (12b1 _ a1 b1 a9 b2 _ .
f(21'22) o ( 2(a1b2+agb1) ai1az +2b1l)2 > o ( 2b1 al ) ' ( 2b2 a9 ) o f(Z1) f(ZQ)

pentru orice z1, 2o € Z[ﬂ], adica f este omomorfism de inele. Mai trebuie aratata bijectivitatea functiei

f-
ag bQ

v 1ca a b
Daca f(z1) = f(z2), adica ( 211,1 . ) - ( 2by  aq

a ) < a; = by,ay = by, atunci a1 + b1V2 =
1

as 4 baV/2 & 21 = 25 si deci f este injectiva.
Surjectivitatea este evidenta.

3.2.51 Reamintim ca elementul neutru in (Z, L) este e, = —3 iar in (Z,T) este e; = —2. Daca z € Z
simetricul lui in (Z, 1) este ' = —6 — . Presupunem ca f : Z — 7Z este un izomorfism, rezulta ca
f(0) =€, si f(1) =e; adica f(0) = =3 si f(1) = —2. Pentru orice n € N* avem:

F)=fA+1+... 1) =(Q)LfA)L...LFQA)=
—((=2) L(=2)L...L(=2)=(-2) - n+3(n—1)=n—3

n ori

f(—n) coincide cu f(n)" adicd simetricul lui f(n) in (Z, L), adica

J(=n) = f(n) = —6 — f(n) = —6 — (n—3) = —n - 3.
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Deci f(z) =  — 3 pentru orice = € Z.

Ardtdm, acum, ca functia f : Z — Z, f(x) = x — 3 este un izomorfism. Pentru orice z,y € Z avem

f@+y) =z+y-3=2-3+y—3+3=F(x) L[y

fl-y)=a-y—-3=(-3+3)-(y—3+3)-3=[f(2)7f(y)

adica f este omomorfism de inele.

Pentru orice y € Z ecuatia f(z) = y < = — 3 = y are o solutie unicd z = y + 3 € Z adica [ este
bijectiva.

In concluzie, f este izomorfism.
3.2.52 Din ipotezi, rezulta ci orice x € A\{0} este inversabil avind inversul 7! = z, deci A este corp.
Fie x € A\{0} arbitrar. Egalitatea 22 — 1 = 0 se mai scrie (z — 1)(z + 1) = 0 si deoarece un corp nu
are divizori ai lui zero, rezultd cd © = 1 sau = —1, adicd z € {—1,1}. Rezultd A\{0} C {—1,1}, deci
A C {-1,0,1}. Dar —12 = 1, g?> = 1 rezultd ca {—1,0,1} C A, deci A = {-1,0,1}. Distingem dous
cazuri dupa cum —1 = 1 respectiv —1 # 1.

a) 1 =—-1<1+1=0 adica corpul A are caracteristica 2. Rezultd A = {0,1} si deci A ~ Z.

b) 1 # —1. Atunci in grupul (A, +) avem 1+ 1 # 0 dar 1 + 1+ 1 = 0 céci ordinul grupului este 3.
Deci corpul A are caracteristica 3.

Atunci, -1 =1+1gi A={0,1,1+ 1}. Rezultd A = Z3.

3.2.53 Fie f : Q — C omomorfism de corpuri.
f(0)=0, f(1)=1
f@2)=r0+1)=r1)+f01
fln)=fA+14+...41)=(

fen) = —f(n) = —n () neN = f(k) =k, (V) k € Z.

intrucétlzf(n-rll) :nf<111) :n~f(n_1):>f(n_1):%, (V) n e N.
a IR

E:a-b L si deci

=z, V)zeQ.

Pentru orice x € Q exista a,b € Z,b # 0 astfel incat x =

a

f@) = fla-b) =a- b7t =
Fie g : Q(v/2) — Q(v/2) un automorfism. Avem g(z) = z, (¥)z € Q. Fie z = a + by/2, atunci
9(2) = g(a +bV2) = g(a) + g(b) - g(v2) = a+b- g(v2). Din (v2)* = 2 rezulti cd
z=9(2) = g[(v2)*] = [9(V2)]* = 9(v2) € {v2,-V2}.
Daci g1(v/2) = V2, atunci g1(a + bv/2) = a + by/2, iar dacd go(v/2) = —v/2, atunci
g2(a+b(V2) =a— V2.

Din g1 = 1y rezulta ca ¢ este automorfism. Avem
(92 0 92)(2) = g2(a — b\@) =a- (—b)\/5 —a+bvV2= 1@(\/5)(2)7

adica gy 0 g2 = lQ( J/3) ceea ce implica go bijectie si gy 1 = gy. Se verificd usor ci gy este omomorfism.

Deci si go este automorfism. In concluzie, automoefismele lui Q(v/2) sunt g si go.

3.2.54 Morfismele de inele sunt morfisme de grupuri intre grupurile aditive ale inelelor.

f:Z2—-7, f(ky=f1)-k, V)keZ.
Dar f(1) = f(1-1) = f(1)- f(1) si atunci f(1) € {0,1}. In concluzie f(k) =0 adici f = § omomorfismul
nul sau f(k) = 1-k = f adicd f = 1z. Deci End(Z,+,-) = {0,1z} si Aut(Z,+,-) = {1z}. Analog
End((@, =+, ) = {9, 1@} si Aut(@, +, ) = {1@}.
3.2.55 Avem 0 € N(R) si deci N(R) # 0. Trebuie si aratadm c& pentru orice a,b € N(R) avem a — b €
N(R) si pentru orice r € R si orice a € N(R) avem r-a € N(R). Dacd a,b € N(R) rezultd ca exista
m,n € Z, astfel incat a™ = 0 gi b” = 0. Trebuie sa aritam ca exista o putere k astfel incat (a — b)* = 0.
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Observatie. Comutativitatea este esentiala deoarece binomul lui Newton functioneaza numai in
acest caz.

(a—b)F = " —CLa" b+ CRa"720% + ...+ (- 1D)FLCF tab T+ ()R CRYE =
m k
= Y (—DPCRaFTPY + Y (—1)PCaF e
p=0 p=m+1

Pentru ca toti termenii primei sume sa fie zero impunem conditia ca k—p > m adica p < k—m. Pentru ca
toti termenii celei de-a doua sume sa se anuleze datorita puterii lui b impunem conditia ca k—m+1 > n,
adicd k > n +m — 1. Deci pentru orice k > m +n — 1 avem (a — b)’“ =0.

In particular, pentru kK =m +n — 1 avem

(a—b)™n=t = gl ol a1 O2 R

+ (_1)n_10n11n,1ambn_1+(_1)n0%+n,1am_1bn+

m

+ (_1)n+10n+1 am—an+1_|_“._|_(_1)m+n—1bm+n—l = 0.

m+4n—1

Din cei m + n termeni ai sumei din membrul drept, in primii n (deci in cei pentru care p < n — 1) apare
ca factor a™, iar in ceilalti apare ca factor b". Asadar (@ — b)™ "1 =0 si deci a — b € N(R).

Fie a € N(R). Rezulta ca exista n € Z7 astfel incat «™ = 0. Din comutativitatea lui R avem pentru
orice r € R ca (ra)” =r"-a" =r"-0=0. Deci ra € N(R).

3.2.56 0 € A: B gideci A: B # (. Pentru fiecare r1,7o € A : B trebuie si ardtdm ci ry —ro € A: B si
ca oricare ar fi x € R gl pentruoricer € A: Bavemx-r € A: Bsgir-x € A: B.

Daci 1,719 € A : B, atunci pentru orice b € B avem r1b, rob € A. Prin urmare (11 —r2)b = r1b—rab €
A, A fiind ideal in R deci, in particular, subgrup in (R, +).

Pentru orice x € R gi pentru orice b € B avem xb,bxr € B, B fiind ideal al lui R.

Pentrur € A: B avem

(xr)-b=x-(rb) € A, (rb € Asi A ideal in R) respectiv (rz)-b=r-(xb) € A

Deci A : B este ideal bilateral in R.

b) nZ: mZ = {r € Z|rmZ C nZ} = {r € Z|n|rm}. Deoarece n | rm rezultd ci exista = € Z astfel
incdt rm =nx, m=m'd, n=n'd unde d = (m,n) si [m,n]-d=m-n. Rezulta car-m'-d=n'-d-x
[m, n]

deci n/|r-m/; (n’,m’) = 1, de unde n'|r = %‘r;\

In concluzie nZ : mZ = {r c7 ‘ [m, 1] |r} _ [m’n]Z,
m m

3.2.57. Fie Zn, = {0,1,2,....m —1},Zn = {0,1,2,...,7n = 1} §i Zonn = {0, 1,3, ..., mn — 1}, ZiyxZ,, =
{(@,b)|a € Z,b € Z,}. Definim functia f : Zpymn — Zm X Zy, f(a) = (a,a). Sa ardtdm cd f este bine
definita si stabileste izomorfismul de inele cautat.

Dacii @ = b, atunci a = b(mod mn) si deci mn|a—b. Rezulti c& m|a—b si nja—b, adicd a = b(mod m)
si a = b(mod n). Deci @ = b si a = b respectiv (a,a) = (b, b), de unde rezuld ci f(@) = f(b).

—_— ~ ~

f@+b)=flatb)=(a+ba—>b)=(@+ba+bd) =(@a)+ (b0 = f(@+ f().

Analog, f(ab) = f(a) - f(b), adic f este omomorfism de incle.

Daci f(a) = f(b) atunci (d,a) = (b,b) si deci @ = b, respeciv @ = b. De unde rezults c& m|a — b,
nla — b si deoarece (m,n) =1 avem cad m - nla — b, adicd @ = b. In concluzie f este surjectiva.

|Z| = m, | Zy] =nsi Zynn| = m-n. Deoarece Z,y, $i Ly, X Z,, au acelagi numar de elemente rezulta
ca f este bijectiva. In concluzie Z,,, =~ Zp, X L.
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Observatie. Daca mi, mo,..., m; sunt numere intregi pozitive si (mi,mj) = 1 pentru orice i # j
atunci inelele Zy,, mo....omi = Zimy X Ly X oo X Ly,

3.2.58. Fie aplicatia f : R— R/r x R/, f(a) = (a+1I,a+ J). Aceasta este bine definitd nedepinzand
de alegerea reprezentantilor. Tindnd seama de definitia adunarii gi iInmultirii in inele factor avem:

fla+b) = [(a+bd)+I,(a+b)+J)=[la+D)+O+I),(a+J)+(b+J)]=
= (a+ILa+J)+(b+I1,b+J)= f(a)+ f(b) pentru orice a,b € R.
fla-b) = (ab+I,ab+J)=[(a+I)-(b+1),(a+J)-(b+J)]=

= (a+IL,a+J) - (b+I1,b+J)= f(a)- f(b) pentru orice a,b € R.
Deci f este omomorfism de inele. Conform teoremei fundamentale de izomorfism avem ci R/ ke,  ~ Imf.

Ker f = {acR|f(a)=Or/,0r/7)} ={ac R|(a+T,a+J)=(,J])}=
{a€R|lacelacJ}=1INJ

Fie b,c € R astfel incat (b+ I,c+J) € R/; x R/;. Intrucit R = I 4+ J putem scrie b = i + j si
c=1i+j unde i,i' € I gij,5 € J.

Fiea=i+j€R Avema+I=d+j+I=j+I=b—itl=b+Isiat+tJ=4+j+J=
i'+J=c—j +J=c+J. Rezulta cd (a+ I,a+ J) = (b+ I,c+ J), adicd f(a) = (b+ I,c+ J), unde
a =1 +j. In concluzie f este surjectivii si Imf = R/; x R/ .

3.2.59 Fie P,Q € R[X] doud polinoame.

f(P+Q)=P+Q)1)=P(1)+Q(1) = f(P) + f(Q)
f(P-Q)=(P-Q)(1) = P(1)-Q(1) = f(P)- f(Q)

adica f este omomorfism de inele.
Surjectivitatea este evidenta.
Rezultd din teorema fundamentald de izomorfism c& R[X]/ker f ~ R. Avem

Ker f = {P € RIX]| f(P) = 0} = {P € R[X]| P(1) = 0}

Aritdm cd Ker f = (X —1) = (X —1)-Q, Q@ € R[X]. Pentru orice P € (X — 1) rezultd ca
P=(X-1)Q, QeRX], f(P) = P(1) = J(X 1) /(@) = (1-1)f(Q) =0 = P € Ker f
adica (X — 1) C Ker f.

Reciproc, dacd P € Ker f atunci f(P) = P(1) = 0. Dar P € R[X] si conform teoremei impartirii cu
rest rezultd ca existd @, R € R[X] astfel incat P = (X —1)Q + R, grad R < 1 adicd grad R = 0. Rezulta
cda P=(X—-1)Q+asivomavea 0= f(P)=f(a) =a,adica P= (X —1)Q si deci P € (X —1).

In concluzie R[X]/(x-1) = R.

3.2.60 Multimea idealelor este inclusé in multimea subinelelor inelului (Z, 4, -). Multimea subinelelor lui
(Z,+,) este S(Z,+,-) = {nZ|n € Z}. S& aritim ci nZ este ideal al lui Z. Intr-adevir, nZ este subgrup
in (Z,+) st in plus pentru orice k € Z si orice * = na € nZ avem xk = (na) -k = n -k’ € nZ. Prin
urmare, multimea idealelor inelului Z este

S(Z,+,") = {nZ|n € N}.

Toate idealele lui Z sunt ideale principale. Idealele factor ale inelului Z se construiesc prin factorizare
cu ideale care au forma nZ, n € N. Plecand de la grupul cét al lui (Z,+, ) si anume (Z,, +, ) si tindnd
seama de operatia de inmultire din Z se poate completa si structura lui Z,,.

Operatia T -y = 7 -y sau (v + nZ)(y + nZ) = xy + nZ impreund cu operatia de adunare induc pe
nZ o structura de inel comutativ si unitar (Z,, +, ), unitatea fiind 1=1+nZ.

3.2.61 Aratam echivalenta dintre a) si b).
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Observatie. In general, daca R este un inel finit cu unitate, atunci un element r € R, r # 0 este
inversabil daca si numai daca r nu este divizor al lui zero.

intr-adevér, fie r € R inversabil. Rezulta ci existd r—! € R astfel incat r-r— 1 =¢r~1 .y = 1.

Daca existd b € R astfel incat r-b =0 rezultd c& r—'-7-b=7r"1-0 =0 adicd b = 0 si deci r nu este
divizor al lui zero.

Reciproc, daca r nu este divizor al lui zero, fie ¢, : R — R, t, () = rz. Aplicatia ¢, este injectiva.
Intr-adevir, ¢, (21) = t,(x2) implicd rax; = raq adicd r(x1 — x2) = 0. r nefiind divizor al lui zero rezulta
ca 1 — o = 0 daca x1 = xo. Aplicatia ¢, fiind injectiva si R fiind inel finit rezulta ca ¢, este surjectiva
deci bijectiva, adica existd r’ € R astfel incat t,.(7') = 1. Decir-r' =1si r~! =7/

In concluzie, a) < b) in orice inel finit cu unitate si in particular, echivalenta are loc si in (Z,, +, ).

S& aratam ca b) < c).

Daca 7 este element inversabil in Z,, atunci exista a € Z,, astfel incat =1saura = 1+nk, a,k € Z.
Deci ra + n(—k) = 1 ceea ce aratd ci r si n sunt relativ prime.

Reciproc, daca r,n sunt relativ prime atunci exista u, v € Z astfel incat ru+nv =1sauru=1—nv
adici Tu=1sau7 -4 =1adica a! =7.

Exemplu: in Zg elementele inversabile sunt 1 si 5.

3.2.62 Idealele lui Z,, = Z/,z sunt de forma J/,z cu proprietatea cd nZ C J unde J este ideal in Z,
adicd J = mZ. Deci idealele lui Z,, sunt de forma mZ/,,z = m - Z, = (M) cu proprietatea m | n. In Zoy
avem multimea divizorilor lui 21, Doy = {1,3,7,21} deci
I = 1Z/217 = Za;.
I = 3Z/nz = (3) {
I3 =TZ/nz = (T)
I, =217z = (
Inelele factor vor fi: Zgl / 1, ~ Z/7, inelul nul

/\/\/\/\/\/\

\_/
I
f—"“O)O

Z21/]2 :{Q+I2 | (16221}: {IQ,T+IQ,/2\+IQ} =
{{6%@@?5 18}, {1,4,7,10,13,16, 19}, {iggﬁﬂﬁ?o}}
Lo/ 1y —{a+13|36221}—{-73,1+13,2+1373+13,4+13,5+—73,6+I3}

= {{0.7,12}, {1,515}, {2.9,76}, {3,70, 17}, {1, 11, T8}, {5, 12, 19}, {6, 73,20} } ~ 27
Zaif1, = {a+ It | a € Zor} = { {0}, {1}, {2}, (3}, .., {10}, {30} } = Zan.

3.2.63 Prin calcul direct, folosind proprietatile operatiilor cu multimi se arata ca in raport cu diferenta
simetrica:
AAB=(A\B)U(B\A);A,BeP(M),
(P(M),A) este un grup abelian, cu elementul neutru, multimea vida gi opusul oricarui element, el insusi;
(P(M),N) este un nonoid comutativ cu elementul unitate, multimea M, iar intersectia este distributiva
fata de diferenta simetrica. Cum AN A = A, acest inel este inel Boole.
Fie aplicatia ¢ : P(M) — Z) care asociaza fiecarei submultimi A C M, functia sa caracteristica

f, deci (A) = fa : M — Zs unde fa(z) = { (1) (jgc(;:;eej\j\/l . Aplicatia este bijectivd. Pentru
0 dacaze M\AAB

1 dacaxz€ AAB ar

orice A,B € P(M) avem @(A A B) = faap : M — Za §i fasp(z) = {

(A) +¢(B) = fa+ [B.
Deoarece
_ _J 0 dacax ¢ Asi x ¢ B sau (z € Asi z € B)
(fa+ [B)(x) = fa(z) + fB(2) = { 1 daci (x € Asiz ¢ B) sau (v € Bsiz ¢ A)

_J 0 dacaze (ANB)U(M \ AUB)
{ 1 dacaze (A\ B)U(B\ A) = faan(x),
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rezulta p(A A B) = p(A) + ¢(B). Avem, de asemenea, p(A) - o(B) = fa- fB.

Cun (fa-fi)e) = fa(e) - fole) ={ ] e TENAATE — pinnte)

de aici rezultd cd (AN B) = ¢(A) - ¢(B), aceasta demonstreaza izomorfismul celor doud inele.
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3.3 Probleme propuse

Grupuri
3.3.1 S& se arate cad multimea H = {z € C ||z| = 1} este un subgrup in (C*,-) dar nu in (C,+).

3.3.2 Marcati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii justificand raspunsul:

(Z,+) este ciclic.
(S35, 0) este ciclic.

)
)
)
)
)
6) (Q, +) este ciclic.
)
)
)
0
1

3.3.3FieG:{<a b)
—-b a

a) Multimea G este grup abelian relativ la inmultirea matricilor.

b) Aplicatia f: C* — G, f(a+bi) = ( Cib Z ) este un izomorfism de la grupul (C*,-) la grupul
(Ga )

c)Pentru fiecare n € N* existd un unic subgrup de ordin n al grupului G.

Indicatie. ¢) Cum C* are un unic subgrup de ordinul n si anume U, rezultd cd G are un unic
subgrup de ordin n si anume f(U,). (U, fiind grupul radacinilor de ordinul n al unitatii).

a,beR, a#Osaub;éO}.Sésearatecé:

3.3.4 Fie f: C* — R*, f(2) = |2]°.
a) Aratati ca f este un omomorfism de grupuri multiplicative.
b) Determinati Ker f si Imf. Studiati injectivitatea gi surjectivitatea lui f.
¢) Aplicati prima teorema de izomorfism.

3.3.5Fie f:C— R, f(x+iy) =z — 2y. S& se arate ci f este morfism surjectiv de grupuri aditive si
sa se determine Ker f.

3.3.6 Fie z,y € Rsi x xy = zy — 5z — by + 30. Este (R, *) grup? Dar (R\ {5}, *)?

3.3.7 Fie GL,(Z) = {A € M, (Z)| det A este inversabil in (Z, )} = {A € M,,(Z)| det A € {—1,1}}} si
SL,(Z)={A e M,(Z)| det A = 1}. Si se arate ci
a) GL,(Z) este un subgrup al lui (GL,(Q), -).

b) subgrupul lui (GL,,(Z),-) generat de ( (1) 1 ) este izomorf cu (Z, +).
¢) SL,(Z) este un subgrup al lui GL,(Z).

-1 0 -1 -1
i ord(AB) = 0.

3.3.8 Fie A = < 0 1 ) , B= < 0 1 ) S& se arate cd in (GLy(Z),-) avem ordA = 4, ordB = 3

3.3.9 Fie Uy = {—1,1} grupul radAcinilor de ordinul 2 al unit&tii. S& se arate ca au loc urmaétoarele
izomorfisme de grupuri:

a) (C/r,+) =~ (R, +); b) (Q/v,,-) ~ (Q},-); ¢) (R*/u,,) =~ (R, ).
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Indicatie. Se arata ca functiile urmatoare sunt omomorfisme de grupuri si se aplica prima teorema
de izomorfism

a) f:C—R, fla+bi)=b;b) f:Q* = Q%, f(z) =|z|;¢) f:R* =R, f(z) = |z|.

3.3.10 Fie K = {Q,R,C}. S& se arate c& SL,(K) este un subgrup normal al lui (GL,(K),-). Ce se
intdmpla pentru K = Z7

Indicatie. Se aratd cd f: GL,(K) — K*, f(A) =detAsig: GL,(Z) — Us. g(A) = det A sunt
omomorfisme de grupuri si se aplica prima teorema de izomorfism.

3.3.11 Sa se determine subgrupurile si grupurile cat ale lui (Zg, +) si (Z15, +)-

3.3.12 Fie (G, -) un grup. Pentru fiecare a € G definim functia i, : G — G, i,(z) = a x a~!. Si se arate
ca

a) i, este un automorfism al lui G, numit automorfismul interior determinat de a.

b) Multimea I(G) = {i,|a € G} este un subgrup normal al grupului (Aut(G), o) al tuturor auto-
morfismelor lui G.

¢) Aplicatia ¢ : (G,-) — (I(G),-), ¢(a) = i, este un morfism surjectiv de grupuri.

d) G este abelian daca si numai dacid I(G) = {i.}.
0 a . 2a  3b
0 b a,béZ}ngg—{<4c 5d>
sunt subgrupuri ale grupului (Mas(Z), +).

3.3.13 Fie H, = { ( a,b,c,d e Z}. Aratati ca Hy si Ho

3.3.14 a) Daci H; si Hs sunt subgrupuri ale unui grup G aratati cd Hy; N Ha este subgrup al lui G. Cine
este subgrupul determinat de reuniunea lui Hy si Ho?
b) Aratati ca pentru subgrupurile 47 si 6Z ale grupului (Z, +) avem 4ZN6Z = 127 si 47+ 6Z = 27.

3.3.15 Fie n > 1 intreg impar si fie * operatia definitd pe R prin z «y = /2™ + y™. Sa se arate ca (R, *)
este un grup izomorf cu (R, +).

Indicatie. f: R — R, f(x) = {/x este un izomorfism al lui (R, +) pe (R, ).
3.3.16 Fie (G, -) un grup abelian cu proprietatea ci pentru orice n € N* multimea U,, = {z € G | 2™ = ¢}
are n elemente. Sa se arate ca:

a) U, este subgrup al lui G.

b) Orice subgrup finit al lui G este un anumit U,.

c)U, CU, & n|m.

d) U, NU,, =U; unde d = (n,m) cm.m.d.c. al lui m si n.

Inele. Corpuri.

3.3.17 Un numar d € Z se numeste intreg liber de patrate daca d # 1 si d nu se divide prin patratul nici
unui numar prim.

Fie d un intreg liber de patrate. Sa se arate ca:

a) Vd ¢ Q.

b)a,beQsia+b/d=0=a=b=0.

¢) Z[Vd] = {a + b\/&’ a,b € Z} este un subinel in (C,+,-) care contine pe 1 si acest subinel este
generat de {1, \/E} .

d) Q(vd) = {a + b\/ﬁ’ a,be Q} este un subcorp al lui (R, +, -) si acest subcorp este generat de v/d.

3.3.18 Sa se determine subinelul gi subcorpul lui (R, +, ) generat de {1, \3@} .

3.3.19 a) S& se arate cd multimea K = { < ;b Z )

b) Sa se arate ca corpul Q(v/2) este izomorf cu corpul K.

a b
.3.20 Fie A =
3.3.20 Fie { ( 5b
adunarea gi iInmultirea matricilor si ca formeaza un inel comutativ si fara divizori ai lui zero in raport cu

a,b € Q} este un subcorp al lui (M2(Q), +, ).

a,be Z}. Aratati cd A este o parte stabild a lui My(Z) in raport cu
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operatiile induse.

3.3.21 Fie d € Z un intreg liber de pitrate si K = { ( b Z )

a) K este parte stabild in M2 (Q) in raport cu adunarea gi inmultirea gi formeazé corp in raport cu
operatiile induse.

b) Corpurile (Q(v/d),+,-) si (K, +,-) sunt izomorfe.

Indicatie. a) Se poate aréta cid K este subcorp in (M2(Q), +, ).

a,be Q}. Sa se arate ca:

7.7 care nu sunt inele In raport

” ”

3.3.22 Sa se dea exemple de parti stabile ale lui R in raport cu” +7 si
cu operatiile induse de ” + 7 i ” - 7, respectiv de parti stabile ale lui C in raport cu ” +” si 7 -7 care
sunt corpuri sau inele in raport cu operatiile induse de ” +” gi ” - ”. Folosind definitia subinelului si
subcorpului sa se precizeze care din exemplele date mai sus sunt subinele sau subcorpuri ale lui (C, +, ).

3.3.23 Sa se dea exemplu de subinel al unui inel cu unitate care nu contine unitatea si de subinel al unui
corp care nu este subcorp.

3.3.24 Sa se dea exemplu de subinel S al unui inel cu unitate, (R, +,-) care este, in raport cu operatiile
induse, un inel cu unitate dar unitatea sa este diferita de unitatea lui R.

Indicatie. S = { < 8 8 > a€ Z} C My (Z).

Elementul unitate in S este S = ( (1) 8 ) .

3.3.25 Fiea,b,ceRsgix L y=ax+by—2; c Ty=ay—2x—2y+c¢, (V)a,yeR.

a) Sa se determine a, b, ¢ astfel incat (R, L, 1) sa fie corp.

b) S& se determine a, 3 € R astfel incat functia f : R — R, f(z) = az + 3 si stabileascd un
izomorfism de la (R, +,) la (R, L, 7).

z 0

3.3.26 Fie Run inel gi f : R — My(R), f(z) = < 0 =z ) . Sa se arate ci f este morfism injectiv de

inele.
3.3.27 Care dintre propozitiile urméatoare sunt adevarate:
1°. Orice subinel al unui inel comutativ este ideal.
20, Orice ideal al unui inel comutativ este subinel.
3%, Daca I este un ideal stang sau drept al unui inel R atunci putem vorbi de un inel factor R/;.

49, Daca I este un subinel al unui inel R atunci putem vorbi de un inel factor R/;. Justificati
raspunsul.

3.3.28 Este intersectia dintre un ideal stang si un ideal drept un ideal (bilateral)? Justificati raspunsul.
ST . a b
3.3.29 Aratati ca multimile M = { ( . )

. a 0
0 a,b,ceR}§1N—{(0 O>

cu unitate ale inelului (M3 (R),+, ). Sunt ele si ideale ale acestui inel?

3.3.30 Aritati ci S = { ( a 0 )

a € R} sunt subinele

b 0

a,be Z} este subinel al inelului My(Z). Este S ideal in Mo (Z)
stang? Dar drept?
3.3.31 a) Aflati elementele inversabile si divizorii lui zero in inelul (Zys, +, -).
b) Aflati idealele si inelele cat in (Zis, +, ).
. . a b
3.3.32 a) Fie multimea A = a

—b
(MZ(Z)a +a )
b) Inelele (A, +,-) si (Z][i], +, ) sunt izomorfe.

a,be Z}. Sa se arate ca A este un subinel unitar al inelului

3.3.33 Fie R un inel i n € N, n > 2. Sa se arate ca inelul M,,(R) este comutativ daci si numai daca
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R? = {0}

3.3.34FieK:{(8 g)‘dez} §1T2(Z):{(g lcv)

3.3.35 Fie Z[X] inelul polinoamelor cu coeficienti intregi in nedeterminata X si (X2 —d) idealul principal
generat de polinomul X2 — d. Si se arate ci Z(v/d] ~ ZIX}/ (x2—a)-

Indicatie. Se arata ci aplicatia f : Z[X] — Z[Vd], f(P)= P(v/d) este un omomorfism surjectiv si
se aplica teorema fundamentala de izomorfism.

a,b,ce Z}. Aratati c8 To(Z)/xk ~ Z X Z.

3.3.36 Fie inelul polinoamelor cu coeficienti reali in nedeterminata X si f : R[X] — C, f(P) = P(i)
unde P € R[X].

a) Calculati Kerf.

b) Aritati cd R[X]/(x241) si C sunt izomorfe, unde prin (X2 + 1) intelegem idealul principal generat
de polinomul X2 + 1.

3.3.37 Pe intervalul K = (0, 00) definim legile de compozitie

rly=uxy .
v Ty =iy pentru orice z,y € K.

a) Ardtati ca tripletul (K, L, T) este corp comutativ.

b) Ar#tati cd corpurile (K, L, T) si (R, +, ) sunt izomorfe.

Indicatie. b) Se aratd ca functia f : K — R, f(x) = Inx este izomorfism de corpuri.
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Partea 11

Geometrie

(0]



Capitolul 1

Spatiul vectorial al vectorilor liberi

In natura se cunosc doua feluri de marimi fizice:

a) marimi scalare care sunt caracterizabile cu ajutorul unui singur numar real (de exemplu: masa,
arie, volum etc.) si

b) marimi vectoriale care cer trei notiuni pentru a le defini: o valoare numericd numitd modul sau
norm4, o directie si sens (de exemplu: deplasare, viteza, acceleratie, forta, etc.).

In ideea de clarificare a acestor trei caracteristici vom defini mai intai notiunea de segment orientat.

1.1 Segmente orientate si vectorii liberi.

1.1.1 Definitie. Numim segment de dreaptd mulfimea punctelor cuprinse intre doud puncte ale unei
drepte.

Fie d o dreapta si punctele A, B € d. Segmentul de dreapta cuprins intre A gi B, fara aceste doud
puncte se numeste segmentul deschis AB gi se noteaza (AB).

(AB) U{A} = [AB)—se numeste segmentul AB inchis in A si deschisa in B.

(AB) U{A, B} = [AB]—se numeste segmentul inchis AB.

Drumul cel mai scurt intre doua puncte este cel parcurs pe segmentul de dreapta care le unegte.
Cum 1n orice geometrie prin doua puncte diferite trece o singura dreapta, segmentul de dreapta care le
uneste este unic determinat. La o deplasare de la punctul A la punctul B drumul cel mai scurt este pe
[AB] si este suficient si cunoagtem doar punctul de plecare A si cel de sosire B in spatiul euclidian real
cu 3 dimensiuni, Fs.

1.1.2 Observatie. FEj- dreapta, Fs- planul, Fs5- spatiul.

1.1.3 Definitie. Numim segment orientat AB perechea ordonatd de puncte (A, B) € E3 x Es,
unde A este originea gi B varful (extremitatea) segmentului orientat.

1.1.4 Definitie. Distanta intre A si B se numeste norma (modulul) segmentului orientat AB:

d(A,B) = AB =|| AB || .
1.1.5 Observatie. | AB ||=|| @H V(A,B) € E5 x Es.

1.1.6 Definitie. Spunem ca AB si CD au aceeasi directie daca dreptele lor de suport sunt egale

sau paralele, adica
AB =CD sau AB || CD.

1.1.7 Definitie. Dous segmente orientate AB si C'D au acelasi sens dac prin translatia Iui CD paralel
cu el Insusi astfel incat C sa se mute in A gi masura unghiului D'AB < 90°, unde D’ este translatatul
lui D. In caz contrar spunem ci cele dous segmente orientate au sens contrar.

1.1.8 Observatie. Daci C, D € AB, atunci alunecand segmentul orientat CD astfel incat C' sa se
suprapuni peste A si D s se mute in D', in cazul in care D’ € [AB spunem ca AB si CD au acelasi
sens.
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1.1 Segmente orientate si vectorii liberi.

1.1.9 Definitie. Segmentele orientate AB si CD sunt echipolente dac# au aceeasi norma, directie
si sens. Se noteazd AB ~ CD.

Se poate verifica ugor ca relatia de echipolenta este o relatie de echivalenta in F3 x Ej3, adica are
urmatoarele 3 proprietati:

1. (V)AB € E3 x E3 AB ~ AB (reflexivitate)

2. Dacd AB ~ CD atunci i CD ~ AB (simetrie)

3. AB~CD i CD ~ EF = AB ~ EF (tranzitivitate)

Relatia de echipolentd ” ~” fiind o relatie de echivalents in E3 x E3 , inseamn& c& multimea tuturor
segmentelor orientate F3 x E3 poate fi impartita in clase de echivalenta cu ajutorul acestei relatii.

1.1.10 Definitie. Numim vector liber AB (notat i E) clasa de echivalenta a segmentelor orientate
echipolente cu AB.

1.1.11 Definitie. Dacd CD ~ AB (Fig. 3.1) atunci CD € AB si se scrie

— —
CD = AB (CD = AB)
Fig. 3. 1

1.1.12 Observatie. In carti stiintifice vectorii liberi se noteaza cu litere ingrosate. Notatia cu
sigeata deasupra este practicd atunci cand utilizam scrierea de mana (notite).
1.1.13 Definitie. Multimea vectorilor liberi V3 se numeste spatiul vectorial al vectorilor liberi
cu n dimensiuni, daca
AB e V3 si EEEgXEg.

Pentru n = 1, V; este multimea vectorilor situati pe o dreapta, si vectorii in acest caz se numesc vectori
alunecatori. Va- vectorii din plan; V3- vectorii din spatiu. Vectorii cu origine fixatd se numesc vectori
legati.

In continuare vom inzestra multimea vectorilor liberi cu doua operatii, una interna, suma vectoriala
alta externa, Inmultirea unui vector cu un scalar care 1i confera o structura de spatiu vectorial.

1.1.14 Definitie. Numim suma vectoriala o lege de compozitie interna

+:Vsx V=V

unde pentrua 3> AB € V3 sib 3 AC € V3 astfel incat ¢ = a+b > AD, unde ABCD este un paralelogram
din Es.(Fig. 3.2)

Fig. 3. 2

Aceasta metodad de insumare a 2 vectori liberi poartd numele de metoda paralelogramului. Ea
provine din experienta practicd a compunerii a doua forte. Daca consideram

a+b> AB+ BD = AD,

atunci spunem ca am utilizat metoda triunghiului de insumare a vectorilor liberi. Metoda triunghiului
se poate generaliza la mai multi vectori liberi considerand originea vectorilor in varful vectorilor precedenti
si vectorul suma fiind vectorul cu originea in originea primului vector si varful in extremitatea ultimului
vector (Fig. 3.3.). In acest caz avem de a face cu metoda poligonului.

s=a; +as+ a3+ ay.
Fig. 3. 3
1.1.15 Teorema. (V3,+) are structurd algebricd de grup abelian, adica:
a) (V)a,beVs; a+b=b+a;
b) 0 € Vs; (V)ae Vs, 0+a=a+0=a;
c) (V)a,b,ce Vs (at+b)+c=a+(b+c);
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d) (V)aels, (3)—acls, a+(—a)=(—a)+a=0.

Demonstratie.

a) Comutativitatea rezulta imediat din insdsi metoda paralelogramului;

b) Vectorul liber nul este 0 = A A, si are norma egald cu 0;

¢) Asociativitatea rezultd din metoda poligonului aplicata la 3 vectori liberi (Fig. 3.4)

Fig. 3.4

(a+b)+c>(AB+BC)+CD=AC+CD = AD,
a+(b+c)>AB+ (BC+CD)=AB+ BD = AD.

Deci (a+b) +c=a+ (b +c) oricare ar fi a,b,c € V3.
d) Fie a > AB, luaind —a > BA avem

a+(-a)3AB+BA=AA =0,
(—a)+a>BA+AB = BB = 0.
Produsul unui vector cu un scalar

Aceasta lege de compozitie provine din adunarea repetata a vectorilor liberi. Fie a € V3 gi m € N,

atunci

at+a+...+a=ma.
—_—
de m ori

1.1.16 Definitie. Prin produsul intre scalarul k£ € R si vectorul liber a € V,,, intelegem o lege

de compozitie externa

SR x V- Vs

astfel incat (V) k € Rsi (V) a € V3, ka=b € V3 are urmatoarele proprietati:

) [[kall = k1 [lall

b) b = ka are aceeasi directie cu a;
sensa, daca k>0

—sensa, daca k <0

Se aratd ugor cd aceastd operatie are urméatoarele proprietati: (V) k,l € R gi (V)a,b € V3 avem

asv) 1-a=a;

bsy) k- (1-a)=(k-1)-a;

co) (k+1) -2 = (ka) + (la);

dsy) k(a+b) = (ka) + (kb)

Proprietitile de mai sus definesc produsul unui vector (generalizat) cu un scalar pentru structura

c) sens ka = si0-a=0.

algebrica de spatiu vectorial. Reamintesc din algebra liniard cd un grup abelian (V, +) este un spatiu
vectorial peste campul de scalari K daca exista o lege de compozitie externa

K xV =V,

numit produsul unui vector cu un scalar cu proprietatile ag,) — dsy).

Prin urmare V3 este un spatiu vectorial peste cAmpul (corpul comutativ) R.
1.1.17 Teorema. Din proprietatile produsului unui vector liber cu un scalar rezulta urmdtoarele

proprietati derivate: (V) k,l € R ¢i (V) a,b € V3 avem

1.) k-0=0-a=0;
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5.) k(a—b) = (ka) — (kb).

Demonstratie. 1.) k-0=k[0+0] =k-0+k-0. Notand cu x = k0, avem x = x +x = x = 0 gi
0-a=(0+0)a=0-a+0-a,notandcuy =0-a, rezulta y=y+y =y =0.
2.) Din 1.) rezultd 0 =0-a=[1+(—1)a] = (1-a) 4+ [(—1)a] = a+ [(—1)a] care ne aratd ci

(-l)a=-a, (V)aels

3.) Din proprietatea by,) avem

si
4.) Din cy,) si 3.) rezulta
(k—lDa=[k+ (=l)]a= (ka) + [(-])a] = ka+ (—la) = (ka) — (la).
5. Din dy,) si relatia 3.) avem

k(a—b)=k(a+ (—=b)] = (ka) + [k - (—=b)] = (ka) + (—kb) = (ka) — (kb).

1.2 Repere carteziene

Proiectia unui vector liber pe o axa

1.2.1 Definitie. Un vector liber cu norma 1 se numeste vector unitate sau versor.

1.2.2 Definitie. O dreapta pe care s-a fixat un punct 0 numit origine, orientata in aceeagi directie
si sens cu ale unui versor dat u, se numeste axa.

Un plan este determinat de o dreapta gi un punct exterior acesteia, deci intotdeauna are sens sa
vorbim despre dreapta perpendiculara dusa din punctul respectiv pe dreapta data. Piciorul A’ al per-
pendicularei duse din punctul A pe dreapta d adica intersectia perpendicularei respective cu dreapta d,
se numeste proiectie ortogonala a punctului A pe dreapta d.

1.2.3 Definitie. Prin vectorul proiectie al vectorului liber v pe axa 0z intelegem acel vector liber
care este reprezentat prin segmentul orientat A’B’, unde A’ si B’ sunt proiectiile ortogonale pe axa Oz a
originii A, respectiv a varfului B, dacid AB € v (Fig. 3.5).

Fig. 3. 5
1.2.4 Definitie. Prin proiectia ortogonala a lui v pe u, notata prin pryv se intelege scalarul

v | [IAB||, daci sens A’B’ = sens u;
Pra¥v =9 - |A’B’||, daci sens A’B’ = —sens u.

si reprezintd masura algebricd a segmentului A’B’ = xg — x4, unde x4 si xp sunt abscisele punctelor A’
si B’ pe axa Oz. Din Fig. 3. 5 se poate vedea ci

prav = ||v]| - cos o,

—

unde o = m(u,v) este masura unghiului dintre vectorii u gi v.
1.2.5 Definitie. Vectorul de proiectie al vectorului liber v pe directia versorului u este vectorul

(prav) - u

1.2.6 Proprietati. 1.) Proiectia ortogonald a sumei de vectori liberi este egala cu suma proiectiilor
vectorilor (Fig. 3.6)
2) pru(kv) =k-pryv, (V)k € Rsi (V) v € V3 (Fig. 3.7).
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Demonstratie. 1.)
Fig. 3.6

pra(vi +va) = 23 — 11

Pruvi +prave = (v2 — 21) + (3 — 22) = ¥3 — 11 = pru(v1 + va).

Prin inductie matematica rezulta ca aceasta proprietate este aplicabila gi la suma mai multor vectori
liberi.

2.)

Fig. 3.7
Fie a = m(u/,;), prav = ||v|| cosa = ||AB|| cos a.

Daca k > 0, pru(kv) = ||]<5AB|| cosa = ‘k| . ||AB|| COS Qv = PryVv;
Daci k < 0 pry(kv) = |kAB| cosa = |k| - ||AB|| cosa = pryv.

Reprezentarea vectorilor liberi din plan

Fie un punct M € Ej, si fie reperul ortonormat (0,1, j) al spatiului vectorial V5 al vectorilor liberi
din planul Fs, unde 0 reprezinta originea axelor ortogonale de coordonate Oz si Oy, iar i gi j sunt versorii
acestor axe. Daca v 3 O0M este vectorul de pozitie al punctului M € Fs, atunci spunem ca x = pr;v este
abscisa si y = prjv ordonata punctului M. Perechea ordonatd de numere (z,y) € R? poartd numele
de coordonate carteziene ale punctului M in baza B = {i,j}. Denumirea acestor coordonate provine
de la numele omului de stiintd francez Descartes (1596-1650) care a pus bazele geometriei analitice si al
carui nume latinizat fusese Cartesius.

Fig. 3.8

Din Fig. 3.8 se observa ca aplicand regula paralelogramului avem
0A+0B=0M,

adica
v = zi+ yj,

unde B = {i,j} este baza ortonormata canonici a spatiului vectorial V5.
Cuvantul ortonormat este compus din cuvintele ortogonal = perpendicular gi normat deoarece i L j

st (il = [ljll = 1.
Norma (modulul) vectorului v reprezinta distanta 0M, care dupa teorema lui Pitagora este egala cu

vl =[oM| = a2 +y?
Fig. 3.9

Din Fig. 3.9 se observa ca
AB =0B — 0A = (zp — 7a)i+ (yB — ya)i,

deci distanta AB, ca si norma vectorului AB, va fi egald cu

d(A,B) = AB = | AB|| = /(x5 — 24)> + (yp — ya)*.

Reprezentarea vectorilor liberi din spatiu

Sa consideram acum un punct M din spatiul euclidian cu 3 dimensiuni, F3. Reperul ortonormat
canonic al spatiului vectorial V3 este (0,1, j, k) unde i, j si k sunt versorii axelor de coordonate Oz, Oy si
0z. In acest caz, in locul unui dreptunghi cu diagonala OM se construieste un paralelipiped dreptunghic
cu diagonala OM ca in Fig. 3.10.
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Fig. 3.10

Observam ca
v=0M=0N+0C=0A+0B+0C=zi+yj+zk

Iv|| =d(0M) = /a2 + y? + 22

Distanta intre punctele A(za,ya,24) si B(xp,yn, 25) este

si

d(A,B) = AB =/(zp —x4)®+ (yp — ya)? + (2B — 24)2,
iar AB se poate exprima sub forma

AB=0B—-0A = (zp —za)i+ (yg —ya)j+ (zB —za)k.

1.3 Produse de vectori

Produsul scalar a doi vectori liberi

In algebra liniara produsul scalar al vectorilor dintr-un spatiu vectorial V' peste campul C al numerelor
complexe se defineste astfel:

1.3.1 Definitie. Fie un spatiu vectorial V' peste campul C. Prin produsul scalar a doi vectori din
V intelegem o aplicatie

():VxV-=C

(V) vi,vo € V', (3) (v1,v2) € C astfel incat pentru (V) vi,va, vy € Vsi (V) k € C sa aiba loc:
(v1,va) = (va,v1), unde (va,vy) este conjugatul numarului complex (vg, vy);
(vi,v2 +v3) = (vi,V2) + (V1,V3);
k(vi,va) = (kvi,va);

(v1,v2) > 0; (v1,va) =0& vy =0.

1.3.2 Definitie. Un spatiu vectorial cu un produs scalar se numeste spatiu vectorial euclidian.
1.3.3 Observatie. Daci scalarii sunt reali, atunci proprietatea 1. 3. 1. 1.) devine

’

1) (vi,va) = (ve,vy).
1.3.4 Teorema. Legea de compozitie
Va3 x V3 — R,
(V) vi,vo € V3, (3) k = vy vy €R astfel incadt
k= [lvall - [[vall - cos(vi, ¥2) = [[vill - prv, va = [[vall - prv, vi (1.3.1)

defineste in spatiul real al vectorilor liberi 3—dimensional V3 un produs scalar.

Demonstratie. Fie vi,vo, vz € Vasi (V) k € R g1 a = m(vy,va).

1) vi - va = | vill - [ vall cosa = | Val| - [ va | cos(—a) = vz - vi;

2.) vi-(va+vs) = [ vill - prv, (Vo + v3) = [[ vl - (prv, V2 + prv, v3)

= || vall - prv,va + [ vall - prv, vs = (vi - va) 4 (vi - va);

3.) k(vi-va) = k- (|| vall-prv,v1) = (k- pre,vi) || vill = [pre, (kvi)] - | vall = v - (kvi) = (kvi) - va;

4) vi-vi= | vi|| || vi]lcosO= || vi]? > 0sivi-vi= || vi’=0< || vi| =0 = v = 0.

Ultima proprietate ne spune c& patratul unui vector (in sensul produsului scalar) este egal cu patratul
normei sale

vi=|v|]®, (V) vevVs (1.3.2)
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Din cele 4 proprietati care definesc un produs scalar aplicate la spatiul vectorial euclidian real al
vectorilor liberi 3—dimensionali V3 rezulta si alte proprietati.

1.3.5 Teorema Fie spatiul vectorial al vectorilor liberi 3—dimensionali V3 inzestrat cu produsul
scalar definit prin formula (1.3.1). Pentru orice vi,ve,vs € V3 si (V) k € R au loc urmatoarele relatii:

a) vi(kva) = k(v1-va);

b) (vi+va)- vy =(vy-v3)+ (va-v3);

c) vi-0=0-v; =0;

d) (v1-v2)? < v?.v3-inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz

Demonstratie. a) vq(kvs) 2 (kva)vy ) k(vy - vy) L k(vy - va);

N

1. 2. 1.
b) (vi+va) - v3 L) vy - (v + va) ) (vg-vy)+ (vg-va) L) (v1-v3)+ (va - v3);
c)vi-0=vy-(0+0) 2 (v1-0)+(v1-0). Notand cul = vy -0 € R, rezulta | = [+ de unde obtinem

l:0:V1°020'V1;

d) Daca vy = 0, atunci 0 = 0 si proprietatea este adevarata.

2 Atunci (v1-va) — k(vy - va) =0, adici (vq — kvz) - vo = 0. Din
Vg - Vo

Fie vy # 0 gi scalarul k =
1.3.1.4.) rezultd ca
(Vl — kVQ) . (Vl - kVQ) Z 0
sau
[(vi — kva) - vi] — k[(v1 — kva)va] >0,

Vi Vo

care pentru orice k ales devine (vq — kva) - vy > 0 sau (vy - va) — <(vg-vy) > 0. Cum vy - vy >0,

Vo - Vo
rezulta

(Vl . Vl) . (V2 ~V2) Z (Vl . V2)2.

1.3.6 Observatie. Proprietatile din teorema 1.3.5 sunt adevarate in orice spatiu vectorial euclidian.
Inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz se poate scrie si sub forma

[vi-va| < lvi - [Ivall,
adica
|V1 'V2|

————=— <1 pentru orice vi,vy € V3 — {0}.
[l - flval
Putem defini unghiul a doi vectori liberi 3—dimensionali nenuli unghiul o = m(vy,vz) unde

ViV
cosoz:M7 vy #0 sivy#0,
[Vl - [Ivall

care justifica formula (1.3.1).
Din formula (1.3.2) putem calcula norma unui vector:

vl = Vv v. (1.3.3)

1.3.7 Definitie. Spunem ca doi vectori nenuli ai unui spatiu vectorial euclidian real V' sunt ortog-
onali daca produsul lor scalar este egal cu 0 :

vi#0,ve#0, vilvy=vy-vy=0.

1.3.8 Observatie. vi - vo =0« {v;Llvy sau vy =0 sau vy = 0}
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1.3.9 Definitie. Numim versor (vector unitate) al unui vector dat v € V5\{0} vectorul

v
u=_—:.
vl

ACeaSta defllll!le se ustlﬁca [)IlIl fa[)tlﬂ ca

iar sensul si directia lui u coincid cu cele ale lui v deoarece scalarul —— este strict pozitiv.

Daca baza B nu este ortonormata atunci expresia produsului scalar devine o forma biliniara simetrica,
exprimata cu ajutorul tensorilor.
In cazul vectorilor liberi din plan, cu baza ortonormaa B = {i,j}, unde a = ai+ a,j, b = byi + byj
avem
a-b=a.b, + ayb,.

Pentru vectorii liberi din spatiul V3, cu baza ortonormatd B = {i,j,k} si a = a,i + a,j + a.k,
b = b;i+ b,j + 0.k avem
a-b = (ayi+ayj+a.k)- (bi+byj+b.k) =azb, +ayb, + a.b..

Aplicand formula (1.3.3) pentru un vector 3—dimenional scris in baza ortonormata B = {i, j, k} se
obtine formula de calcul pentru norma vectorului a € V3, adica

|all = llazi+ ayj + a.k|| = /a2 + a2 + a2. (1.3.4)

Fie acum doud puncte A gi B din spatiul euclidian F3 cu n dimensiuni. Daca pentru spatiul vectorial

V3 al vectorilor liberi din F5 alegem ca baza baza ortonormata B = {i, j, k}, proiectiile vectorilor de pozitie

0A = a si 0B = b in reperul (0, B) vor fi coordonatele carteziene ale celor doud puncte A(ay,ay,a,) si
B(bl’? bya bz) S1

AB=0B—-0A=b-a= (b, —az)i+ (by —ay)j+ (b —a>)k. (1.3.5)

Tinand seama de formulele (1.3.4) si (1.3.5) obtinem pentru distanta intre punctele A si B formula

d(A,B)=AB = | AB| = \/(b:r — az)* + (by — ay)® + (b — az)*.

Pentru unghiul a dintre vectorii a gi b avem:

in plan, Vs
a-b azbg + ayby
cosa = = ,
l[all - o] \/ag +a2- \/bg + 52
in spatiu, V3
a-b azby + ayby, +ab,
cosa = =

lalf - I Jai+adraze o2 ey
1.3.11 Teorema lui Pitagora in V3. Fie vectorii b,c € V3, b L c¢. Are loc relatia
(b—c)’ =b?+c%
Demonstratie.
(b—c)’=(b—c)(b—c)=b>—bc—cb+c?=b’t+c?
(Fig.3.11)

Fig. 3.11
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Notand cu a = b — ¢, vectorul BC al ipotenuzei, rezulta
a? =b? +c?,

adica
2 2 2
[all” = b[|" + [l [

Produsul vectorial a doi vectori liberi din V3

1.3.12 Definitie. Prin produsul vectorial a vectorilor liberi v; si vy din spatiul V3, se intelege o
lege de compozitie interna a spatiului vectorial V3 :

X:V3X‘/3_>V37 (V)Vlav2€%7 (3)V1XV2:VE‘/37
unde
[vi x val = [ vill - | Vol - sinal , a=m(vi,v2)

sensul lui v este dat de regula burghiului, adica este sensul de avansare a burghiului cand se roteste de
la vectorul vi spre vs.

In naturd, momentul unei forte este un exemplu potrivit pentru produsul vectorial intre vectorul
fortei si bratul fortei.

Fig. 3.12

Pentru interpretarea geometrica a normei || vi X va|| s observam ca aria triunghiului 0AB din Fig. 3.12

este egald cu B | vill - || va - [sinc, si deci

[ vi x vl = Agoanc-
1.3.13 Proprietati.

vi X Vo = —vag X vy; (V) v, ve € V3;

k(Vl X VQ) = k(Vl) X Vg =V X (kVQ); (V) Vi,Vg € V3,§i (V)k € R;
v X (v +v3) = (vi X va) + (v1 X v3); (V) vi,va,v3 € Va;

vy X va = 0 & {vysi vo au aceeasi directie sau v = 0 sau vo = 0}

= N

Demonstratie. 1. Sensul de migcare a burghiului cand se roteste de la vo la v, este invers sensului
de deplasare a acestuia cand se rotegte de la vi la vs.

4. o =0sau o = w. Cum sin0 = sin7 = 0, rezultd cd ||vy X va| = [|vi] X ||[v2] - 0 = 0, deci
Vi X Vg = 0.

Pentru demonstratia proprietatilor 2 gi 3 sa determinam formula de calcul a produsului vectorial
cand vectorii sunt exprimati in baza canonica B = {1, j, k}:

Vi X Vg = (Jﬁli —+ ylj + Zlk) X (J?gi + ygj =+ ng)
Fig. 3.13

Cum |lif| =il =|k|l=1siiLjLk Lisi sing =1, din Fig. 3.13 se observa ca i x j = k etc. si
rezulta urmatoarea tabla de operatie

X i j k
i 0 k -j
i -k 0 i
k j -i 0
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Obtinem
Vi X vy = 11y2k — w122] — Y172k + Y1201 + 20w2] — 21921,
adica
i j k
Vi XVy=|T1 Y1 21
T2 Y2 22
2.
i j k
k(Vl X Vg) = k(l‘li + ylj + Zlk) X (.I‘Qi + ygj + ng) =k 1 Y1 2 =
T2 Y2 22
i j k i j k
=| kx1 ky1 kz |=((kvi)xve=|21 Y1 = = vy X (kva).
T2 Y2 22 kxo kys kzo
3.
i j k i j k
vi X (va+vs)=| o1 Y1 Z1 =|lx1 Y1 2z |+
To+T3 Y2+Ys 22+23 Ty Y2 22
i j k
+| 1 1 oz | =(v1 X Va)+ (V1 XVs).
T2 Y2 22

Produsul mixt a trei vectori liberi din V3

1.3.14 Definitie. Scalarul (vi,va,v3) = vy - (ve x v3) € R unde

V1,Vg,v3 € V3 se numeste
produsul mixt al vectorilor vy, vy gi v3. Cum

i j k 1 Y1 Z1
vi-(vaxvs)=(rii+pj+ak) | 22 Y2 2 |=| z2 y2 2 |,
T3 Yz 23 T3 Ys 23

unde i, j, k din determinant se inlocuiesc cu x1,y; $i z1. Astfel

r1r Y1 o~
(v1,v2,v3) = (14 y1j + z1k) - [(z2i + y2j + 20k) x (23i +yzj+ 23k)] = | 22 92 22
I3 Ys Zz3

Din proprietatile determinantilor rezulta ca produsul mixt este invariant la o permutare circulara a
vectorilor

L. (v1,v2,v3) = (V2, V3, V1) = (V3, V1, V2),

iar prin schimbarea intre ei a doi vectori in produsul mixt se schimba semnul acestuia.
2. (va,v1,v3) = —(v1,Vv2,Vv3).

Pentru interpretarea geometrica a produsului mixt, fie Fig. 3.14.

Fig. 3.14

V1, V2, v3)| = [vi - (va x v3)| = [[[(va X v3)[| - prv,xvs Vi = Aoaps - ‘OCI

= Volumul paralelipipedului cu muchiile vy, vy si vs.

1.3.15 Observatie. Vectorii coplanari au produsul mixt egal cu 0.

Dublul produs vectorial a trei vectori
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1.3.16 Definitie. Prin dublu produs vectorial al vectorilor a, b, ¢ € V5 intelegem
ax (bxc)eVs.

1.3.19 Teorema. Dublul produs vectorial al vectorilor a,b,c € V3 se poate calcula mai usor cu

ajutorul formulei lui Gibbs:
b c

ax(bxc)= a-b ac

Demonstratia formulei se face expriménd cele doud expresii in baza ortonormatd B = {i, j, k}.



Capitolul 2

Elemente de geometrie analitica
liniara

2.1 Reprezentarile analitice ale dreptei in plan si in spatiu. Ecuatia
planului.
~2.1.1. Dreapta determinata de un punct si de un vector director
In V3 alegem pentru exprimarea vectorilor reperul ortonormat (0, B) = (0, {i, j, k}). Fie My un punct

de coordonate carteziene (g, yo, 20) $i un vector v € V3 de coordonate (I, m,p). Se cer ecuatiile dreptei
paralele cu vectorul v care trece prin punctul My (Fig. 3.15)

Fig. 3.15

Se ia un punct mobil M (x,y, z) pe dreapta (d). Cum v || (d), rezultd cd exista un scalar t € R astfel
incat
MQM = tV,
adica
(= 0)i+ (y —yo)i + (2 — z0)k = t(li + mj + pk).

Rezulta forma parametrica a ecuatiilor dreptei (d):

T =x9+tl
(d) : Yy =yo+1im (2.1.1)
z = 2o + tp,

unde t € R se numeste parametru.

Ecuatia (2.1.1) are si o interpretare geometricad. Daca t reprezinta timpul si v este viteza punctului
M pe dreapta (d), atunci ecuatia (2.1.1) permite determinarea pozitiei punctului M fatd de punctul
initial M, pentru fiecare moment de timp ¢ € R. Cand ¢t = 0, atunci M = M.

Se obisnuieste sa se scrie ecuatiile dreptei (d) si sub forma unui sir de rapoarte egale, ecuatiile
carteziene:

T—%o Y—Y 22— %0
d) : = = , 2.1.2
(@) -t i (212)
cu precizarea ci dacd in ecuatiile (2.1.2) vreunul din numitori este nul, atunci gi numaratorul core-

spunzator este (prin conventie) nul. In planul F5, pentru reprezentarea unei drepte, avem ecuatiile

(d) - T—%o _Y—Yo

p q

)

unde M (z,y), Mo(xo,y0) $i v = pi+ qj.

87
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2.1.2 Dreapta determinata de doua puncte R
Fie Mj (x1,y1,21), M (x2,y2,22) doua puncte din Fs. In acest caz vom lua My = M si vectorul
director v = M1Ma. Din (2.1.2) rezulta

(MyMp): —— 2 Y70 =277 (2.1.3)
T2 —T1 Y2—Yy1 22—z
In plan se obtine:
(M M) : =22 970 (2.1.4)

T2 — T Y2 =y’
cu My (21, 41) st Ma(x2,92).
2.1.3 Observatie. Daca vectorul director v are norma 1, atunci
V~i:cos(\7,\i), v~j:cos(\7,\j>, Cok:cos<\7,T<)

iar numitorii ecuatiilor (2.1.2) se numesc cosinusii directori ai dreptei (d).

2.1.4 Dreapta din plan
Sa consideram dreapta (M;Msz) data de ecuatia (2.1.4). Daca efectuam toate calculele trecand toti
termenii In membrul stang se arata usor ca ecuatia obtinuta este echivalenta cu ecuatia

r y 1
(MlMQ) : 1 Y 1 = 0.
T2 Y2 1

Notand cu -

Y2 — Y1 Ay ||M1M2H : COS(d,j) sin «
= S NS Ry pem— —_ = = tga
o —x1  Ax HM1M2H -cos(d,i) cosc

m

panta (coeficientul unghiular) al dreptei (d). Ecuatia dreptei care trece prin punctul Mj(z1,y1) si
are panta m este:

(d):y—y1 =m(z—x1). (2.1.5)

O dreapta paralela cu axa Oz are ecuatia

iar una paralela cu Oy:

Din ecuatia (2.1.5) obtinem
y =mz+ (y1 —may).

Notand cu n = y; — may obtinem ecuatia dreptei cand se cunoasgte panta m a acesteia gi ordonata

sa n la origine:
(d) : y = mzx +n. (2.1.6)

Conditia ca dreapta (d) s& treacd prin originea 0 a axelor de coordonate este ca n = 0.

S& observam ci ecuatia (2.1.6) cuprinde toate dreptele posibile din plan cu exceptia celor verticale.
Ecuatia unei drepte se poate scrie sub forma

(d): Av+By+C =0,

numita ecuatia generala a dreptei.
Dacd A =0, atunci (d) || Oz.
Dacd B = 0, atunci (d) || Oy.
Daci C = 0, atunci 0 € (d).

Presupunem ca B # 0, atunci y = —5T T p deci m = 5 sin=—

Dacé consideram punctele A(a,0) si B(0,b) (Fig. 3.16)

¢
=
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Fig. 3.16
se obtine ecuatia dreptei prin taieturi:
T Y
d:—+=-1=0.
(d):—+3
2.1.5 Planul determinat de un punct si un vector normal
Fig. 3.17

Sa consideram planul (P), punctul My € (P) si vectorul n L (P) (Fig.3.17). Un punct mobil descrie
planul (P) dacd MoM C (P). Avem astfel conditia ca

n L M(JM,
adica
n- M()M = 0.
Daca n = Ai+ Bj+ Ck , My(zo, yo, 20) st M (z,y, z), atunci
n-MoM = (4i + Bj + Ck)[(x — )i + (y — yo)j + (2 — 20)k] = 0.
Se obtine ecuatia planului determinat de un punct My si vectorul normal n:
(P): A(x —x0)+ By —yo) + C(z — 2z9) = 0. (2.1.7)

2.1.6 Ecuatia generala a planului
Efectuand calculele in formula (2.1.7) obtinem ecuatia generala a planului

(P): Az+ By+Cz+ D =0,

unde D = —(Azg + Byo + Czp).
Cazuri particulare:

daca A=0 atunci (P) | Oz
dacd B=0 atunci (P) | Oy
dacd C =0 atunci (P) | 0z
daca D=0 atunci 0 € (P).

2.1.7 Planul determinat de trei puncte
Sa consideram un plan (P) si punctele Mi(x1,y1,21), Ma(xa,y2,22) si Ms(zs,ys, z3) situate in
planul (P). Fie un punct mobil M(x,y, z) € (P) (Fig.3.18).
Fig. 3.18
Vectorii MM, MM si MM fiind coplanari, rezulta ca produsul lor mixt este egal cu 0. Deci
1T —T Yy1—Y 21—z
(MMl,MMg,MM?,) = | T2 —T Y2 —Y RZ2—Z =0.
T3 —T Ys—Y 2Z3—%
Completand acest determinant cu linia (x,y, 2, 1) si cu coloana (1,0,0,0) si adunand aceasta linie la
cele trei linii se obtine ecuatia planului (P) = (M; M M3) scrisd sub forma:

r y =z 1
X1 Y1 Z1 1 -0
Ty Yo 2z 1 '
z3 ys 23 1

Considerand punctele planului (P) situate pe cele trei axe de coordonate: A(a,0,0), B(0,,0), C(0,0,c)
obtinem ecuatia planului prin taieturi

¥
b
Avem astfel o posibilitate pentru reprezentarea planului (P) in spatiu (Fig.3.19).

Fig. 3.19

e z
pP): = Z_1=0. 4
(P) a+ ++c 0 (3.43)
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2.2 Pozitiile relative ale punctelor, dreptelor si planelor din
spatiu
2.2.1 Intersectia a doua drepte din plan

S& consideriim doui drepte (d) si (d') din plan. Prin intersectia lor se intelege multimea punctelor
lor comune, adica solutia sistemului de ecuatii formate din ecuatiile celor doua drepte

(d): Az+ By+C =0;
(d):Az+By+C =o0.

Notand cu A = ‘ i, g,

, pentru existenta solutiei unice trebuie ca A # 0, adica

’ ’ A B
AB —BA #0& — .
# A/ # BI
Dac A = 0, adici & — A_ 4 form definitiei implicd m = m’. I t
acd A =0, adicd — = 7 sau — = — o care conform de nitiei implica m = m . In acest caz
avem doua situatii:
C
1. Daca T o drepte confundate (sistem compatibil nedeterminat)
A B C
2. Daca T-B70 drepte paralele (sistem incompatibil).

Dreptele sunt perpendiculare daca

m=——; sm-m =—1.
Unghiul € cuprins intre cele doua drepte se poate determina cu ajutorul formulei

/ tga — tgo/ m—m
tgh =t — = = .
& gla—a) 1+tgatga’ 1+ mm'

2.2.2 Intersectia a trei plane

Fie acum trei plane (P), (P') si (P"). Sistemul format din ecuatiile acestora are ca solutie coordo-
natele punctelor lor comune:

(P): Az +By+Cz+ D = 0;
(PY:Az+By+C 24D =0;
(P): A"z +B"y+C" 2+ D" =0.

Pentru

A B C
A=A B

#0
Co
sistemul este compatibil determinat, si cele trei plane se intersecteaza intr-un singur punct. Dacd n
plane au un singur punct comun, atunci sistemul format din n ecuatii cu 3 necunoscute este compatibil
determinat. Daca A = 0, atunci rangul sistemului este mai mic ca 3 gi sistemul este nedeterminat: fie
compatibil (rangul matricii extinse este egal cu rangul sistemului), fie incompatibil (cand rangul matricii
extinse este mai mare ca rangul sistemului) conform teoremei lui Kronecker-Capelli.

A// B/

2.2.3 Unghiul a doua plane
Prin unghiul diedru al celor doua plane

(P): Ax+By+Cz+ D = 0;
(PY:Az+By+Cz2+D =0
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vom Intelege unghiul format de dreptele perpendiculare pe latura comuna celor doud plane care sunt
situate respectiv in cele doua plane. Unghiul vectorilor lor directori este egal cu unghiul vectorilor
normali la cele doua plane
n = Ai+ Bj+ Ck;
n' =Ai+Bj+Ck,
deci , , , )
n-n B AA + BB +CC
Inf -0 A2+ B2+ C2VAZ+ B2+ C?

Ccosax =

2.2.4 Unghiul a doua drepte din spatiu
Fie dreptele (d) si (d') din spatiu:

’

T—2o Y—Yo Z—20 .,z T — Y-y z— 2
(d) - =V _ETR @) e PR

/ ’ ’

p q r Cop q r

Vectorii lor directori sunt v = pi + ¢j + rk si v = p/i + q/j +r'k. Unghiul celor doua drepte este
unghiul celor doi vectori directori

(v, V) vV o’ +qq +rr’
COS(\V,V') = = .
vl -1Vl VPP @ 12 \/p/2 /2 /2
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2.2.5 Unghiul format de o dreapta si un plan
Fig. 3.20
Fie un plan
(P): Ax+By+Cz+D =0

si o dreapta

p q r

Prin unghiul intre dreapta (d) si planul (P) se intelege unghiul « dintre dreapta (d) si proiectia ei
(d') din planul (P) (Fig. 3.20). Unghiul 8 intre vectorul director v al dreptei (d) si vectorul normal n al

xr — Zo Y—Yo Z— 20
(d) : = = .

planului (P) este egal cu 5% deci

v-n Ap+ Bg+Cr
[ vl -IInll  /p2+¢22 VA2 BZ+C?

cosf =sina =

2.2.6 Definitie. Numim fascicul de plane paralele multimea tuturor planelor paralele cu un
plan (P) dat
(P): Az+By+Cz+D =0

adica
(F): Az+By+Cz+A=0, (V) AeR.

2.2.7 Definitie. Numim fascicul de plane propriu-zis multimea tuturor planelor care contin
aceeasi dreapta (d)

Fig. 3.21

Fie doua plane de baza
(Pl) . A1I+B1y—|—012+D1 =0
(PQ) : AQ([ + B2y + CQZ + D2 = 0,

care se intersecteazd dupd dreapta (d). Multimea planelor
(F) : Mi(Arz + Bry + Crz + D1) + Ao(Aox + Boy + Coz + D2) = 0, (V)A1, A2 €R,

reprezintd ecuatia fasciculei de plane determinata de cele doud plane (Py) si (P;). Pentru parametrul
A2 = 0 avem planul (P;) si pentru parametrul Ay = 0 planul (P2). Coordonatele punctelor lor comune
situate pe dreapta (d) verifica ecuatiile celor doud plane si implicit ecuatia fasciculei (F).

Daca A; # 0, putem imparti ecuatia lui (F) cu A, si notdnd cu A = /\—2 obtinem pentru fasciculul de

1
plane ecuatia

Az + Biy+ Ciz+ Dy + )\(AQLE + Boy + Coz + DQ) =0, (V) A €ER.

2.3 Distanta de la un punct la o dreapta si de la un punct la un
plan. Distanta dintre doua plane din spatiu.

2.3.1 Distanta de la un punct la un plan
Sa consideram un plan
(P):Az+By+Cz+D =0

si un punct My (zo, yo, 20). Dacd My € (P) atunci distanta d = d(My, (P)) = 0. Fie My ¢ (P) si un
punct Mi(z1,y1,21) € (P) (Fig. 3.22)
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Fig. 3.22
Vectorul MMy = (29 — 21)i+ (yo — y1)j + (20 — 21)k are ca proiectie dupa vectorul normal la planul (P)
n = Ai+ Bj + Ck

MM Axg — Blyy — _
praMiMy = NM, = n 1Mo (w0 — 1) + B(yo — y1) + C(20 zl)'
” n|| A2 + B2 + (2

A(E0+By0+CZ()+D
A2+ B2+ C?

Cum M (z1,y1,21) € (P) rezulta cd Az1+By1+Cz1+D = 0sideci NMy =
Distanta de la My (xo, Yo, 20) la planul (P) este egala cu | N M|, adica

_ |Azg+ Byo + Czp + D)

2.3.2 Distanta de la un punct la o dreapta din plan
Fie in planul 20y punctul My(zo, yo, 20) si o dreapta (d) : Az + By + C = 0. Analog cu distanta de
la un punct My la planul (P) avem

_ |Azo + Byo + C|
VAT B

unde vectorul normal la dreaptd este n = Ai+ Bj si MM = (xg — z1)i+ (yo — v1)j-

d(Mo, (d))

2.3.3 Distanta de la un punct la o dreapta din spatiu
Fie o dreaptd (d) : T—% _ Y—Yo _ Z—

= 20 determinats de punctul My (xo,yo,20) $i vectorul
q r
director v = pi + ¢j + rk si un punct My (x1,y1,21) (Fig. 3.23)

Fig. 3.23
Aria paralelogramului determinat de vectorii v si MgM; este egala cu
A= [vx MM = v]-d

si deci
_ ||V X MOMlH

vl

2.3.4 Distanta intre doua drepte din spatiu
Fie dreptele

(dl):x_xl_y_yl_z_zl

a:glx gl zilz
(dz): 2 _ Y—1Y2 _ 2

b2 q2 792

determinate respectiv de punctele Mj(x1,y1,21), Ma(z2,ys,22) si vectorii directori vi = p1i+ ¢1j + ik,
Vo = poi+ qoj + 12k

Daci (d1) N (d2) # 0, atunci distanta intre cele doua drepte este egala cu 0. Fie cazul in care
(d1) N (da) = 0 (fig.3.24).

Fig 3.24
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Din interpretarea geometrica a produsului mixt a trei vectori ca fiind volumul paralelipipedului
determinat de cei trei vectori, rezulta ca

V= |(V1,V2,M1M2)\ .

Acest volum este egal i cu aria bazei (a paralelogramului determinat de vectorii vy i vo ori indltimea
d a paralelipipedului
V= H Vi XVQH -d.

Egaland cele doud volume, obtinem distanta dreptelor (dy) si (da):

|(V1,V2, M1M2)|

| vix va

d:
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Conice

3.1 Definitia conicelor. Conice studiate pe ecuatiile lor reduse

3.1.1 Definitia algebrica. Se numeste conica o curba de gradul al doilea, adica o curba plana
care are ca ecuatie in coordonate carteziene o ecuatie de gradul al doilea:

(K): F(x,y) = a110? + 24102y + agey® + 2a132 + 2023y + asz = 0, (3.1.1)

unde F: D C R? - R

3.1.2 Definitia geometrica. Se numeste conica curba de sectiune a unei suprafete conice de
rotatie (C') cu un plan (P). Daca varful V' al suprafetei conice (C') nu se gaseste in planul (P) atunci, in
functie de unghiul de inclinare fata de axa suprafetei conice avem de-a face cu conice nedegenerate:
cerc, elipsa, parabold, hiperbola. Dacd V € (P) atunci curba de sectiune va fi o conica degenerata:
un punct, doua drepte secante, doua drepte confundate. Daca varful V' este aruncat la infinit, atunci
suprafata conica de rotatie devine o suprafatd cilindricd de rotatie. Un plan (P) paralel cu axa de
rotatie intersecteaza suprafata cilindrica dupa o conica degenerata: doua drepte paralele, doua drepte
confundate sau 0.

3.1.3 Definitie (ca loc geometric). Se numesgte conicd nedegenerata locul geometric al
punctelor din plan ale caror raport al distantelor la un punct F' numit focar si la o dreaptd (d) care
nu trece prin punctul F, numita directoare, este constant. Acest raport se numeste excentricitatea
conicii gi se noteaza cu e.

Pentru determinarea ecuatiei polare a unei conice cu polul in focarul F' sa consideram (Fig. 3.25.)

Fig. 3.25
Pentru o conica trebuie ca
MF
e=—-—.
MN

Cum MF =psi MN = FD — FM' = A — pcosf, rezultd

P
A — pcosf’
care dupa un calcul ugor devine
_ p
P T+ ecost

Aceasta este ecuatia conicei (C) in coordonate polare, cu polul in focarul F, iar
p=-ecA
se numegte parametrul conicei.

95
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Conicele nedegenerate, dupa excentricitatea e, se clasifica astfel:

e=10 cerc
e€ (0,1) eclipsa
e=1 parabola

e € (1,00) hiperbola

3.1.4 Definitie. Locul geometric al punctelor din plan egal departate de un punct fix se numeste
cerc (Fig.3.26)

Fig. 3.26
Ecuatia cercului cu centrul in w(a,b) de razd R este
C(w,R): (x—a)* + (y — b)* = R?
sau
2?2 +y? —2ax — 2oy +p =0, cu R?> =a® +b> —p.
Cercul cu centrul in origine are ecuatia

C(0,R) : z* +3* = R~

3.1.5 Definitie. Locul geometric al punctelor din plan egal departate de doua puncte fixe F si F,
numite focare se numeste elipsa (Fig. 3.27).

Fig. 3.27
Ecuatia elipsei raportata la axele sale de simetrie este
2 2
L )
(E):;—i—b—Q—l:O,cch:az—bQ,

2
c
unde e = —; p = a(1 — €?) si ecuatiile directoarelor sunt x = +—.
a c
3.1.6 Definitie. Locul geometric al punctelor din plan ale caror modul al diferentei distantelor
la dou& puncte fixe, F' si F' este constant, se numeste hiperbola (Fig.3.28). Ecuatia hiperbolei (H)
raportata la axele de simetrie, avand ca axa Ox axa focarelor este

2 2
(H):%—%—1:0,0u02=a2+b2.

Hiperbola (H') care are aceleagi semiaxe ca si (H) dar cu axa focarelor axa Oy, se numeste conjugata
hiperbolei (H).

’ |y 2 2 2
(H):—a—z—&-b—z—lzo,cuc =a*+b°.
Hiperbolele (H) si (H') au aceleasi asimptote y = :I:gx.
Fig. 3.28
2 2

’ b
Hiperbola (H) are directoarele z = :i:a—, si (H) pe y = =—. Excentricitatea lui (H) este
c c

e="S si parametrul p = a(e? — 1)
a

/

iar hiperbola conjugata (H )
c . 9
e= 4 parametrul p = b(e* — 1).
Sa observam ca cercul, elipsa si hiperbola au un centru de simetrie unic determinat.

3.1.7 Definitie. Locul geometric al punctelor din plan egal departate de un punct fix, numit focar,
si de o dreaptd fixa, numitad directoare, se numeste parabola (Fig.3.29).
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Fig. 3.29

Ecuatia parabolei raportata la axa de simetrie si tangenta la varf este

(P) : y? = 2pz.
Directoarea (d) are ecuatia
p
d):z=-2.
()=

Sa observam ca parabola nu are centru de simetrie.

3.2 Reducerea conicelor date prin ecuatia generala la forma

canonica

Reamintim ecuatia generald a unei conice (K). Se numegte conica o curbi de gradul al doilea, adica

o curba plana care are ca ecuatie in coordonate carteziene o ecuatie de gradul al doilea:

(K): F(z,y) = a2 4 2a127y + a20y® + 2a137 + 2a93y + asz = 0,

F:DCR?> >R

Sa observam ca aceasta ecuatie este compusa dintr-o forma patratica
Ia _ 2.9 2
(z,y) = anz” + 26122y + azy”,

o forma liniara

g(xz,y) = 2a13% + 2a93y

si o constanta azsz. Adica
flz,y) = F(z,y) + 9(2,y) + ass = 0.

Pe de alta parte, daca notam forma patratica

G(z,y,2) = a112? + 2a122y + agoy® + 2a1322 + 2a23y2 + az32?,

observam c& G : R® — R cu G(x,y,1) = f(x,y). Notam cu
A= 01 012
a2 a22

" ail  aiz2 a3
A= a12 A2z (23
a1z Q23 asg

matricea formei patratice f si cu

matricea lui G. Putem calcula invariantii metrici (invarian §i fatd de o izometrie)

0 =det A; A = det A sil =ay1+ ass

(vezi, de exemplu [3]).

S& presupunem ci conica (K) are centru de simetrie 0'(a,b). S& translatim axele de coordonate

astfel incat originea 0 s& se mute in 0', transformand astfel reperul z0y in z 0’y (Fig. 3.30).

Fig. 3.30
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Conform Figurii 3.30 0M = 00" + O/M, care exprimat in coordonate carteziene devine
xi+yj = (ai+bj) + (a:/i + y/j)7
sau pe componente

{x:a+£ (3.1.2)

y=b+y.

Aceasta reprezinta formulele care exprima translatia cerutd. Matriceal se poate scrie
y b y/ )

X=X +D,

v () )0-)

Aplicand formulele de translatie (3.1.2) la ecuatia conicei (3.1.1) obtinem

care este de forma

unde

’

fz ,y/) = F(wl, y/) + (2a11a + 2a12b + 2a13):v/ + (2a12a + 2a22b + 2a23)y/ + f(a,b) =0.
Vom determina noua origine 0 (a,b) impunand ca termenii de gradul I in z si y/ sa se anuleze

{ 2&11€L + 2a12b + 2&13 =0 (3 1 3)

2(112& + 2@22b + 2(123 = 0,

sau

a11a + a12b = —a3;
G120 + azb = —ass.

3.2.1 Observatie. Sistemul (3.1.3) este acelagi cu

g%(x7y) =0
%(:v,y) 0.

cu solutia z =a, y = b.
Sistemul (3.1.3) are solutie unici (compatibil determinat) daca

ail a2
12  A22

5= £0.

Deci daca 6 # 0, conica are centru unic.

Daca insa § = 0, atunci conica nu are centru unic, fie ca sistemul este compatibil nedeterminat,
fie ca este incompatibil.

Dupa translatia de vector OO/, matricea formei patratice G devine

_ a;; az 0
A= a2 a2 0
0 0 f(ab)

Cum A = det A este invariant metric, rezulta ca

A=det A=6-f(a,b)
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si deci

A
f(aab) = g

3.2.2 Conice cu centru unic

In acest caz & # 0 si dupa translatia de vector 00, obtinem ecuatia

/ ’ /7 ’ A
=anz?+2apry +axpy’+—==0. (3.1.4)

r ro A

)
s . v e . . . .o . . . ’ ’ ’
In vederea determinarii celei mai simple ecuatii canonice vom trece la o rotatie a reperului z 0 y cu
. ~ . . . .. ’ . . . / " . / " . .o .
un unghi « in jurul originii 0 . Pentru identificarea noilor axe 0 x i 0 y vom determina versorii e; si
ey ai acestor axe folosind metoda valorilor si vectorilor proprii.
Valorile proprii A; si A2 sunt solutiile ecuatiei caracteristice

ail — A a2
a2 azz — A

p(A) =

':AQ—I/\+6=0,

unde I = aq1 + ags.
Vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii A; si A2 se obtin din sistemul caracteristic

(a11 =Nz + a1y =0
a12% + (CLQQ — )\)y = 0

aplicat pe rand valorilor proprii A; si A2. Sistemele obtinute sunt compatibile si nedeterminate.
Pentru A; se obtin vectorii proprii

vy = (‘rlvyl) = (OA’ET,O[Z/T) = OZ(ZL'Lyik) = aug

si
up z] Y1
e = = =(C1 d1 .
[ | (m +yi V/a +yr> (e )
Pentru Ay avem
vo = (w2,42) = (B3, By3) = B(23,95) = Puz
si
* *
€ = 12 = *1:2 o) ;:yQ > = (623d2)~
[[uz ] Vs +us T+
Formula matriceala a rotatiei este data de
X' =CX", (3.1.5)
sau

(-5 2
y/ - dl d2 y// .

Transformarea (3.1.5) este rotatie daca

_| & ¢ | _
detC' = d dy |~ 1.
Daca det C' = —1, atunci vom lua e; = (—cq, —ds) si det C' devine egal cu 1. Unghiul de rotatie se

determina din formula
cosa = cj.
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) Cfind unghiul « se dgterm,in/z/i greu, vom lua in planul '0'y’ punctele P(x3,97), Q(z5, y3),iar dreptele
0P,0QvorfiaxeleOx g0y .
Scriind (3.1.5) sub forma
{ v =z +oy
y =diz’ +day’,

si inlocuind 2,y in (3.1.4) se obtine

1" 1" 1" 1" A
fl@ .,y )=Xz %+ Xy 2‘*‘5:07

5 ’
care inmultita cu <A va reprezenta ecuatia canonica a conicei cu centrul de simetrie in 0 , raportata

1" / 1"
la reperul z 0’y .
Daca A = 0, conica va fi degenerata si in acest caz vom evita translatia si rotatia, deoarece exista
o altd metoda pentru reprezentarea grafica a conicei.

3.2.3 Conice nedegenerate fiara centru de simetrie (parabole)

Daca § = 0 i A # 0, vom avea de-a face cu o parabola. Parabola neavand centru de simetrie va
trebui sa facem mai intai o rotatie a reperului zOy in jurul originii, folosind metoda valorilor si vectorilor
proprii, determinand noua baza

’
B ={ej, ey}
si valorile proprii A1 si Ay din ecuatia caracteristica, care in acest caz are forma

a1 — A a2
ai2 ag2 — A

p(\) =

’:ﬁ—uzo

Deci )\1 =0 ,e1 = (Chdl) §i )\2 = .[7 €y = (Cg,dg).

Aplicand rotatia
X . Cc1 Co xl
y di dy ) \y'

{ xr = clx/ +02y',
Y= dlx +d2y )

sub forma

la ecuatia conicei (3.1.1) obtinem

f(xlyy/) =z 24 My 2+ 2a13(c1$/ + Czy/) + 2a23(d1$/ + dzy/) +azz =0,

adica
f(I/, y,) = Iy/ 2 + (20,136156, -+ 2a1362y') + (2&23(1133/ + 2a23d2y/) + az3 =0,

care este de forma
f@,y) =Ty * +2a130 + 2a93y + ass = 0. (3.1.6)

Dupa acest moment vom trece la o translatie de vector 00/7 a reperului x'Oy/ in reperul x”O/y”, unde
0 (a,b) este noua origine cu & =a si y = b. Translatia se realizeaza prin formulele

1'/ :a+$//
y/ :b+y”

gi (3.1.6) devine

f(ac//, y”) = Iy// 24 2a/13x// + (2bI + 2a/23)y// + (Ib2 + 2a/13a + 2a/23b +asz) =0.
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Egaland termenii din paranteze cu 0

261 4 2093 = 0
Iv? + 2a/13a + 2a/23b +az3 =0,

. . .. . . .. . . . ’
obtinem un sistem de ecuatii din care vom putea determina coordonatele noii origini 0 .
In final, se obtine ecuatia canonica a parabolei

Iy”2 + 2a/13$” =0,

sau ,
//2_ a,13 12
Yy = —27$ 5
’

a3

2 "
=9 =_13
pT cup 7

de forma y”

3.2.4 Conice degenerate

Dupé determinarea matricilor A, A si a invariantilor matricei §, A, I, daca A = 0 avem de-a face cu
o canonica degenerata. In acest caz ordonam ecuatia (3.1.1) dupa una din necunoscute, de exemplu dupa
y:

a2y” + 2(a12x + az3)y + (a112” + 2a137 + azz) =0

si calculam solutiile y; si yo ale ecuatiei. Discriminantul ecuatiei, A, va fi:

a) un patrat perfect si ecuatia se descompune in doud ecuatii de gradul I (doud drepte);

b) de forma —(E(x))?, care are solutie reald cand E(x) = 0 si se obtine un punct;

¢) un numdar constant negativ, in acest caz conica va fi multimea vida.

3.2.5 Observatie. Pentru o documentare mai detaliata se recomanda studierea bibliografiei.
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Probleme de geometrie

4.1 Enunturi

Vectori liberi

4.1.1 In triunghiul ABC, pe latura (AB) alegem punctele E si F astfel ca 3AF = 2AE = AB, iar pe
latura (AC') consideram punctele G si H astfel ca 2AH = 3AG = AC. Fie FHNEG = {T}. Demonstrati
ca: AB+ AC =5AT.

4.1.2 Fie AB,CD doua coarde perpendiculare ale unui cerc de centru O. Atunci:

MA +MB + MC + MD = 2MO.
4.1.3 Fie punctul A(2, —3) si vectorul u = 3i — 4j. Sa se afle ecuatia unei drepte care trece prin punctul
A gi este:
a) paraleld cu u;

b) perpendiculara pe u.

4.1.4 Fie punctele A(—1,2), B(3,—-1), C(4,5). Fie M, mijlocul laturii (BC') iar G centrul de greutate al
triunghiului ABC. Determinati vectorii AB, AC, BC, AM, GM si apoi aflati perimetrul triunghiului
ABC.

Dreapta si planul in spatiu

4.1.5 Sa se studieze pozitia dreptei de ecuatie :

z—1 'y z-1

3 4 6 ’
fata de planul de ecuatie: —4z — 9y + 8z — 1= 0.
4.1.6 Sa se afle distanta dintre dreptele paralele:

r—2 y+1 z—-1 | r+1 y—4
= = §1(d2); =2 =
3 2 3

(d1) :

4.1.7 Aflati unghiul dintre dreptele de ecuatii:

. r+2y+z2—-1=0 ) r—y+2z2+1=0
(dl)'{ r—2y+2+1=0 §1(d2)'{ r—y—2z—1=0 "

102
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4.1.8 Sa se deduca ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor de ecuatii:

(dl) : §1 (d2) :

x—2 y—1 =z-1
2 3 -1

z—4 y-—-3 =z
3 -1

4.1.9 Sa se aduca la forma canonica ecuatiile dreptei:

) 3r—y+2—1=0
(d){ 20 —6y+32—-3=0.

4.1.10 Sa se determine parametrul A real astfel ca planele:

(m):z+y+22—1=0;
(mg) : 20 —2y — 32+ 1=0;
(m3): de+4y+82—A=0

sa se intersecteze dupa o dreapta.

4.1.11 Scrieti ecuatia unui plan care este definit de punctele Mj(1,2,3), M2(4,4,6) si care este paralel
cu vectorul v = 2i + 4j + 7k.

4.1.12 Scrieti ecuatia planului care trece prin punctele: A(1,—1,1), B(0,1,2),C(3,2,4).
4.1.13 Sa se calculeze distanta dintre planele de ecuatii:

(m): 22 —Ty+52—12=04i (m): 2¢ —Ty+52+3 =0.

4.1.14 S& se scrie ecuatiile unei drepte care trece prin punctul A(2, 1, 3) si este paraleld cu dreapta:

) 2r4+y—2—-1=0
(d){ r—3y+2z24+2=0

4.1.15 Sa se afle proiectia punctului M;(—1,2, —2) pe planul de ecuatie:
(m): 3x+4y—T72+1=0.

4.1.16 Sa se afle distanta de la punctul M (2,1, —3) la dreapta de ecuatie:

) r—y—2—1=0
(d)'{ 2r4+y—2+2=0

4.1.17 Sa se gdseasca proiectia dreptei (d) :

r+y—224+1=0
3x+2y+2—-2=0

pe planul de ecuatie:
() : 3z + 5y — 62 + 10 = 0.

4.1.18 Stabiliti care este pozitia relativa a dreptei de ecuatie

r+y—2+2=0
(d){ r—y+2=0
fatd de planul (7) : z +2y — 1 = 0.

4.1.19 Un mobil se afld la momentul ¢ = 0 in punctul M (2, —1, —3). El se deplaseaza rectiliniu si uniform
cu viteza datd de vectorul v = 5i — 7j 4+ 3k. Aflati pozitia mobilului la momentul ¢ precum si ecuatiile
parametrice ale traiectoriei.
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4.1.20 Sa se arate ca dreptele

x—3 y+1 2z-2 r—8 y—1 2-6

8 2 ;S () e =T =y

(d1) :

sunt concurente si sa se afle ecuatia planului determinat de cele doua drepte.

Conice

4.1.21 Sa se reduca la forma canonica conica
f(z,y) = 32% + 10xy + 3y? — 22 — 14y — 13 =0

si sa se reprezinte grafic in reperul initial, precizand gi formulele de translatie si de rotatie aplicate.

4.1.22 Sa se afle ecuatia canonica a conicei
flz,y) =92% —6ay +9y° — 20 +4y =0

si sa se reprezinte grafic in reperul x0y.

4.1.23 Sa se reprezinte grafic conica de ecuatie

f(z,y) =322 +dzy +y> — 26 — 1 =0.

4.1.24 Sa se reprezinte grafic conica de ecuatie

flz,y) = 2% + 22y + 2y° + 6y + 9 = 0.

4.2 Solutii
Vectori liberi

4.2.1

AF AG 1. AE AH 1 .

De aici, obtinem:

FT FG BC 2 2

TH EH 3 BC 3
Din triunghiul AFH, avem:

_3AF +2AH _AB +AC

AT
5 5

= AB + AC =5AT.

4.2.2

MA =MO + OA
MB = MO + OB
MC =MO + OC
MD = MO + OD

= MA + MB + MC + MD = 4MO + OA + OB + OC + OD
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Fie E si F proiectiile punctului O pe laturile AB si CD. Avem

OA + OB = 20E
OC +OD = 20F § = OA + OB + OC + OD = 2(OE + OF) = 20M = —2MO
OE + OF = OM

De aici obtinem: MA + MB + MC + MD = 4MO - 2MO = 2MO.

4.2.3 a) Ecuatia unei drepte de vector director d(I,m) care trece printr-un punct A(a,b) si este paralela
cu u, se scrie:
r—a y-—> r—2 y+3
= = =
l m 3 —4
ecuatia dreptei va fi: 4o +3y +1=0.
b) Fie v(a, ) , astfel ca

4
vLu¢v~u:0¢v«u:3a74ﬁ:0éa:gﬂ.

Apoi inlocuind pe « in ecuatia

r—2 y+3
a B
obtinem:
r—2 y+3

si de aici avem ecuatia: 3x — 4y — 18 = 0.

4.2.4 Calculam:
AB=(3—-(-1)) i+ (-1-2)j =4i- 3j,
BC = (4—3)i+ (5 (-1))j =i+ 6j,

AC = 5i+3j

M (EBETC yp Yo Ly, 372 '
2 2 2

G =TA+$B+$C’3JA+ZJB+ZUC = G(2,2),
3 3
apoi calculam:

AM:gi, GM:%i.
|[AB| =16 +9=15

|IBC||=v36+1=+37 =
|AC| =25 +9 =34

perimetrul triunghiului va fi: Paapc =5+ V34 + V/3T7.

Dreapta si planul in spatiu

4.2.5 Observam cd vectorul director al dreptei este d(3,4, 6), iar vectorul normal la plan are componentele
n(—4,-9,8). Studiem produsul scalar

n-d=0-A+m-M+4+n-C=3-(—4)+4-(-9)+6-8=0.
Rezulta nld, deci planul este paralel cu dreapta.

4.2.6 Observam ca cele 2 drepte au acelagi vector director de coordonate (3,2, 3). Calculam distanta de
la un punct M; situat pe dreapta ( dy) cu vectorul de pozitie: r1 = 2i—j+k la a doua dreapta (d2) unde
avem un punct My cu vectorul de pozitie ro = —i + 4j + 0k. Calculam : r; —ry = 3i — 5j + k, apoi :



106 4. Probleme de geometrie

i j k
(ri—rog)xd=|3 =5 1 |=-17i—6j+ 21k.
3 2 3

(ry —r2) x d|| _ v/333
I Vil

4.2.7 Calculam vectorii directori ai celor doua drepte:

Obtinem in final ca distanta este d =

i j k i j k
di=[1 2 1 |=4di-4kdy=|1 —1 2 |=3i+3j
1 -2 1 1 -1 -1
d; - do 12

1
— deci unghiul va i a = %

il Idall — v/32- VI8 2

4.2.8 Stim ca pentru doua drepte date prin ecuatie generala:

Gasim: cosa =

(dl):x_xlzy_yl_z_zl

I my ni
. T — T2 Y—Y2 Z— 22 .. . .
si (do) : = = , ecuatiile perpendicularei comune sunt:
ly ma na
T— T Yy—yn 22—z
ll mq ny =0
ming —many  nile  lime —lomy
si
T — T2 Y—Y2 Z— 22
12 mo N2 =0

ming —many  nNila —naly  limg — lamy

r—x y—1 z-—1 x—4 y—3 =z
Deci, avem: | 2 3 -1 =0si| 3 -1 4 = 0 Dupa calcule se obtin ecuatiile:
11 -1 —11 11 -1  -11

4.2.9 Intersectand cele doua plane care determind ecuatia dreptei (d) cu axa Oz, obtinem acelagi punct

i j k
si anume M (0,0, 1). Vectorul director al dreptei vafid =n; xnp=| 3 -1 1 |=3i-7j— 16k, deci
2 —6 3

—1
ecuatia dreptei va fi: (d) : g = i? _Z =

4.2.10 Din ecuatiile celor trei plane formam un sistem de ecuatii:

r+y+2z—1=0
20 —2y—324+1=0
dr+4y+ 8z — A =0,

care trebuie sa fie un sistem compatibil determinat. Consideram matricea sistemului de mai sus:
1 1 2

A= 2 -2 -3
4 4 8
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Observam ca det(A) = 0, deci consideram un determinant de ordin doi:

:_47&03

P

acesta fiind luat ca determinant principal. Impunem conditia ca determinantul caracteristic corespunzator
sa fie nul:

11 1
2 -2 -1]=0
4 4 A

si din aceasta conditie obtinem: \ = 4.

4.2.11 Formam vectorul M; My = (4 — 1)i+ (4 — 2)j + (6 — 3)k = 3i + 2j + 3k. Vectorul normal la plan
este: n = M;M; x v, adica

= 2i — 15§ + 8k

=

Il
[CIUIE
BN e
- w

Ecuatia planului este: A(z —xo) + B(y —yo) +C (2 — 20) = 0, unde A, B, C' sunt componentele vectorului
normal la plan iar zg,yg, 2o sunt coordonatele unui punct din plan. Inlocuind in ecuatia de mai sus,
obtinem: 2(z — 1) + (—15)(y — 2) + 8(z — 3) = 0 si de aici se obtine ecuatia : 22 — 15y + 8z + 4 = 0.

4.2.12 Calculam Intai vectorii:
AB=0-1Di+(1-(-1)j+2-Dk=-i+2j+k

AC=(3-1i+(2-(-1)j+ (4 -1k =2i+3j+ 3k

Calculdm apoi vectorul normal la plan:

—e

n=ABxAC=| -1
2

= 3i+5j — 7k.

w N~
w = K

Formam ecuatia planului folosind ecuatia generala:
Az — z0) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.

Obtinem in final: 3(x — 1) +5(y +1) — 7(z — 1) = 0, adicd 3z + 5y — 72+ 9 = 0.

4.2.13 Coeficientii lui z, y, z sunt proportionali, deci cele doua plane sunt paralele. Vom calcula distanta
dintre cele doua plane folosind un punct din primul plan si calculand distanta de la acest punct la cel
de-al doilea plan. Intersectia planului (71) cu axa

20 —Ty+52—12=0
Oz: r=0 ,
y=20

12
este (m1) N Oz = M (0,0, E) Calculam acum distanta de la punctul M la planul (ms):

‘A$0+By0+020+d|
VA2 + B2+ (C?
12
2.0+(f7)~0+5~€+3

22 + (—7)2 + 52 VT8

d(M, 7T2> =
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4.2.14 Vectorul director al dreptei (d) se obtine astfel:
i j k
d=n; xny=Q2i+j-k)x({i-3j+2k)=|({2 1 -1 |=-i-5j—"T7k
1 -3 2

Folosind ecuatiile parametrice ale dreptei, obtinem in final ecuatiile:

x—2 y—1 =z-3

-1 -5 -7

4.2.15 Fie My (z0o, Yo, 20) proiectia punctului M;(—1,2, —2) pe planul (7). Formam vectorul
M2 M1 = (—1 — ,CCo)i + (2 — y())j + (—2 — Zo)k
Dar vectorul MM trebuie sa fie paralel cu vectorul normal la plan n, deci coeficientii lor trebuie sa fie

proportionali:
—1—],‘0 2—y0_—2—2’0

= = :t
3 4 -7 ’
de aici obtinem ca:
Tog = -1 -3t
Yo = 2 —4t
z0=—2+ Tt

Dar Ms(xo, yo, 20) € (), deci verifica ecuatia acestui plan, prin inlocuire se obtine:

10
B(-1-31) +4(2—41) ~T(Tt —2) +1=0=t = .

67

37
punctului M;(—1,2,—2) pe plan este punctul

67 34 4
My (-2, 22— ).
2( 37737’ 37)

4.2.16 Calculam intai vectorul director al dreptei (d):

. 4 4
In final obtinem : zp = —1 — 3t = , Yo = 2 — 4t = 34 2o =Tt—2= —37 Astfel proiectia

37’

ik
d=n; xn,=|1 -1 -1 |=2i—j+ 3k
2 1 -1

Fie punctul A (xq,y0, 20) € (d), astfel ca vectorul AM (2 — xp, 1 — yo, —3 — 2p) sd fie perpendicular
pe vectorul d(2, —1, 3). Dar daca

AMIld=AM -d=0=
2(2 = o) + (=1)(1 — o) +3(-3 —20) =0 = ("))
—2x0+yo — 320 —6 =0.

Dar A (o, Yo, 20) € (d), deci coordonatele punctului A trebuie s verifice ecuatia dreptei (d) gi in plus
trebuie s verifice gi ecuatia (), obtinem astfel sistemul:

To—Yo— 20 =1
2x0 + Yo — 20 = —2
—2x0 + yo — 329 = 6.
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1 -1 -1
Determinantul acestui sistem este A = | 2 1 —1 | = —2 # 0. Calculam apoi:
-2 1 -3
1 -1 -1 A
Apy=|-21 -1 |=18=um5= A“”O =-9 (1)
6 1 -3
1 1 -1 A
Ay=12 -2 -1 :12¢y0:%:—6 (2)
-2 6 -3
1 -1 1 A
A,=12 1 =2|=20=y= Azo =-10 (3)
-2 1 6

Din (1), (2), (3) = AM = 11i + 7j + 7k , atunci distanta de la punctul A la dreapta (d) este
d(4,d) = [|[AM| = v219.

4.2.17 Ecuatia fasciculului de plane care contine si dreapta (d) se poate scrie:
r+y—2z+1+ABx+2y+2—-2)=0.

Impunem conditia ca planul (7) sa fie perpendicular pe un plan al fasciculului, deci avem
B(1430) +5(1420) — 6(—24+A) =0 = A — _%.
De aici obtinem ecuatia fasciculului:
m+y—2z+1—i—g(3x+2y+z—2) =0= —47r — 27y — 46z + 53 = 0.
Deci, ecuatia dreptei care este proiectia dreptei (d) pe planul (7), se scrie:
(dy) : { —47x—27y—46zt53=0
3z 4+ 5y — 62+ 10 = 0.

4.2.18 Din ecuatiile planului si a dreptei formam un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute pe care il

rezolvam:
r+y—2+2=0

rT—y+2=0
r+2y—1=0
Calculam determinantul sistemului:
1 1 -1
A=|1 -1 0 =-3#0.
1 2 0
Apoi calculam:
-2 1 -1
A
A,=| -2 -1 0 =3:>x:f=i3:—1
1 2 0 -
1 -2 -1
A -3
Ay=]1 =2 0 :_3:>y:Ky:73:1
1 1 0 o
11 -2
A,=|1 -1 -2 :—6:szz%:;g:2_
1 2 1 -
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Deci, dreapta (d) intersecteaza planul () intr-un punct de coordonate (—1,1,2).

4.2.19 Mobilul se migca pe o dreapta care trece prin punctul M si are ca vector director pe v consideram ca
la momentul ¢ mobilul a ajuns in punctul A (z,y, z). Folosind ecuatiile vectoriale ale dreptei: r = ry +tv,
obtinem pozitia mobilului la momentul ¢

r =245t
y=—1-"T¢
z= -3+ 3t.

De aici obtinem ecuatiile dreptei:

x—2 y+1 =z+3
5 -7 3

4.2.20 Vectorii de pozitie ai punctelor M; € (d), respectiv My € (ds) sunt

ry=3i—j+2k

ro = 8i+j+ 6k = ro — r; = 5i + 2j + 4k.
Vectorii directori ai celor doua drepte sunt:
d1 :8i+2j+4k §i d2 :3i+j—2k.

Obtinem produsul mixt (ro — ry,d;,ds) = 0, deci lungimea perpendicularei comune este nula. Ecuatia
planului determinat de cele doua drepte va fi data de:

r—3 y+1 z-2
5 2 4 =0= —-8zx+22y —2+48=0.
3 1 -2

Conice

. B 3 5 -1
4.2.2114_<5 ),A_ 5 3 -7 |, I=3+3=6,6=detA=—16#0,

3 -1 -7 -13
~ A
A =det A =128 #0, f(a,b) = 5= —8. Conica are centru unic (§ # 0) si este nedegenerata (A # 0).
Pentru translatie avem
0
—f(x,y):6x+10y—220 r =1 19
2} :>O’(a:2,b:—1)§i{ — 1
— (2,y) =10z + 6y — 14 =0 y=v -
dy
Dup# translatia de vector 00/, ecuatia devine :
f@'y) = 32”2 + 102’y + 3y'> — 8 = 0.
Determinam rotatia de unghi « in jurul originii 0’. Ecuatia caracteristica:
_|3-A 5 )2 _ N2 6N\ 16 —
p()\)—‘5 3_)\‘—)\ IN+d=X—-6A—-16=0,
cu radécinile Ay = 8 gi Ay = —2 (valori proprii).

"2
Y

Ecuatia devine: f(2”,y") =82"2 —2y"? -8 =0« (H) :2"% — 1

— 1 =0 (hiperbola).
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Pentru determinarea valorilor vectorilor proprii sa consideram sistemul caracteristic

B3=Nx+5y=0
{ 524 (3— )y =0.

-5z’ + 5y =0

.. P . .. .. g
52’ — 5y =0 cu solutiile 2’ = ¢y’ = « si cu vectorii proprii corespunzatori
)

Pentru A = 8 avem {

_ _ _ _ .o (11 -5z’ +5y =0
vi=(,a) = a(l,1) = ouy, [|uy]| = V2 sie = <\/§’\/§ 5a’ — By = 0

cu solutiile 2’ = —y' si cu vectorii proprii corespunzatori vo = (=3, 3) = (—1,1) = fuy, cu || us|| = V2

Matricea de rotatie este

) . Pentru A = —2 avem {

b
ey
ElS

cudetC =1gicosa=

Fig. 3.31

9 _3 B 9 -3 -1
4.2.22 A= ,A=1 -3 1 2 ,0=0, I=10, A =-25.
-3 1
-1 2 0
Cum § = 0, rezultd ca avem de a face cu o conica fara centru unic. Deoarece A # 0 este o conica
nedegenerata. Prin urmare, conica este o parabold. Reducerea la forma canonica se incepe cu o rotatie
de unghi « in jurul originii axelor, 0. Ecuatia caracteristica este:

9-A -3 ’:AQ—IOA:O,

pA) = ‘ -3 1-2)
cu valorile proprii A; = 0 si A2 = 10. Sistemul caracteristic este:

{ (9—=Nzx -3y =0;
—3z+(1-MNy=0.

oy 9r -3y =0 r=a« L . .
Pentru)\)\l()avem{ 8wty =0 :>{ Y= 3a si vi = (a,3a) = a(1,3) = auy,

1 3
Jwll = vI0= e = ( )

oy —z—3y=20 T=-3 s _ Al -
Pentru)\—)\l—loavem{ 83— 9y =0 :>{ _ si vo = (=36, 0) = 8(-3,1) = fu,,

sl = VIO = e = <_)

Matricea de rotatie este

Q
I
S
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' — 3y
1 ="/
si cosa = Wit X=0CX"=> 3 Jlroy, . Ecuatia conicei devine

f(a@'y') =10y + VI0(@' +y') = 0.

' =a+a”

Translatia de vector 00’, unde 0/(z' = a,y’ = b) are formulele: { = bty si

1 1 a+b
2" ") = ”2+x”+(2b+) ”+(b2+ >=0.
1@y =y s Nt A V10

Egaland termenii din paranteze cu 0 obtinem a = ecuatia devine

1 1
410’ 2v/10
1

1
"2

=——x
V10

Fig. 3.32

s 9y - (3 2 -1 ~
4.2.2314:(2 1>,A: 2 1 0 ,0=—1,A=0,1=4. Cum A =det A =0, rezulta ca
-1 0 -1

avem de a face cu o conicd degenerati. Rezolvam ecuatia y? + 4xy + (322 — 2 — 1) = 0 cu discriminantul
A, = (z +1)%. Se obtin doud drepte secante(d;) : y = —x + 1, §i (d2) : y = —3z — 1.

Fig. 3.33

110
4.2.24 A = ( 1 ; ) , A= 1 2 3 |,I=3, a=1, A =0, este o conica degenerata cu centru
0 39

unic. Ecuatia devine
202 +2(z+3)y + (2 +9) =0

cu discriminantul A, = —4(x — 3)? < 0. Ecuatia are solutie reald pentru z — 3 = 0 gi anume un singur
punct 0'(3, —3).

Fig. 3.34

4.3 Probleme propuse

4.3.1 In sistemul cartezian de coordonate Ozyz, se considerd vectorii @ (p,q,q—p), v(qg—p,q,p) si
punctul A (a,a + b,b), unde a,b,p,q € R.

a) Sa se determine ecuatia planelor determinate de vectorii @ si T;

b) Sa se arate ca planul determinat de vectorii @ si T care trece prin punctul A trece si prin originea
sistemului de axe de coordonate;

¢) S& se determine conditiile in care dreapta (OA) este bisectoare a unghiului format de de dreptele

suport ale vectorilor u, respectiv .

4.3.2 Se considerd planele (P) : 4dx—3y+2z—4 =0, (P2): 2x—y—z = 0sidreptele (di2) = (P1)N(Py),

) 2 —y—2=0
(d) : {y—3z:0 '



4.3 Probleme propuse 113

a) Sa se scrie ecuatia dreptei (d12);
b) S& se determine pozitia dreptelor (di2) si (d);

c¢) Sa se calculeze distanta de la dreapta (d) la planul (Py).

4.3.3 Se considera planele (Py): z—y+24+2=0, (P2): z+y+22z—1=0si punctul A(2,1,1).

a) S se determine ecuatia dreptei (d) care trece prin punctul A si este paraleld cu planele (Py), (P2);
b) Sa se scrie ecuatia planului care contine dreapta (d);

¢) Sa se determine aria trunghiului determinat de punctul A i proiectiile punctului A pe planele (P),

respectiv (Py).

4.3.4 In sistemul cartezian de coordonate Ozyz, se considers punctele A (—a,a,2a), B(a,a,0), M (0,0,a)
Csi D, unde a € (0,00), C este simetricul punctului B fata de axa Oz, iar D este simetricul punctului B
fata de punctul M.

a) Sa se scrie ecuatiile dreptelor (AM), respectiv (BM);

C

)

b) Sa se arate cd dreapta (AM) intersecteaza planul Ozy in punctul C;
) Sa se arate ca punctul M este egal departat de punctele A, B, respectiv C;
)

d) Sa se demonstreze ca punctele A, B, C, D sunt coplanare, iar apoi sa se calculeze aria patrulaterului

ABCD.

4.3.5 In sistemul cartezian de coordonate Ozyz, se considerd punctele A (3,4,12), B (4,12,3), C (12,3,4)
si D (4,3,12).

a) Sa se arate ca punctele A, B, C sunt egal departate de originea sistemului de axe;

b) S& se arate c& punctele A, B, C, D sunt coplanare.

rz=-—1
4.3.6 Se considerd dreapta (d) : y=2t—1 ,t€Rgipunctele A(1,1,0), B(0,—1,1).
z =72

a) Dacd punctele C' si D sunt proiectiile punctelor A, respectiv B pe dreapta (d), s& se determine aria
patrulaterului ABDC

b) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si este paraleld cu dreapta (d);

¢) S& se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul B si este perpendiculard pe planul determinat de
punctul A si dreapta (d).

4.3.7 Se considera dreptele

) §7y73iz—4
T — Yy — z
d L A
" by gt R
T — Yy o z—
d = - =
(d3) : — 3 7

si punctele A, B, C unde (dy) N (d3) = {A}, (d2) N (d1) = {B} si (d3) N (d3) = {C}.

a) Sa se arate ca dreptele (dy), (dz2), (d3) sunt coplanare si s se scrie ecuatia planului determinat de ele;
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b) Sa se arate ca puncte A, B, C sunt egal depéartate de punctul O (0,0, 0);

¢) Sa se determine proiectia punctului O (0,0, 0) pe planul (A, B, C).

4.3.8 Fie a € R un paramentru real. Se considera vectorii v (—1,1 —a,a),
Ts (2a —1,-1 —a,2 — a) ¢i punctul A(1,1,1).

a) S& se scrie ecuatia planului determinat de vectorii 7y, Ug, care trece prin punctul O (0,0, 0);

b) S& se determine coordonatele punctului A, simetricul punctului A fatd de planul (O, vy, vs);

c) Si se determine valoarea lui a € (0,00) pentru care paralelipipedul determinat de vectorii OA, vy, vy
este un paralelipiped dreptunghic cu volumul 6.

4.3.9 Se considera dreptele
(d): z—1=y—-1=1- 2z,
r—1 -1 z-1
() : == =" =

=21
si punctul A, unde (dy) N (d2) = {4}.

a) S& se scrie ecuatia planului determinat de dreptele (dy), (dz);

b) S& se scrie ecuatia dreptei care reprezintd proiectia dreptei OA pe planul ((dy), (d2)).

4.3.10 In sistemul cartezian de coordonate Ozyz, se considera punctele A (2,1,0), B (0, —1,4) i C (0,2,1).
a) Sa se determine masurile unghiurilor triunghiului ABC;

b) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin originea sistemului de axe §i este perpendicular pe planul
(A,B,C);

Sa se reprezinte grafic conicele de ecuatii:
4.3.11 f(z,y) = 4zy + 3y* + 162 + 12y — 36 = 0;
4.3.12 f(x,
4.3.13 f(z,
4.3.14 f(x,
4.3.15 f(x,

(
(
(
(

y) = T2% + 62y — y? + 28z + 12y + 28 = 0;
y)
y)
y)
4.3.16 f(z,y)
Y)
y)
y) =

= 1122 — 202y —4y?> — 202 — Sy + 1 =0;
= 412% + 24zy + 34y? + 34z — 112y + 129 = 0;

522 — 6y + 2y° — 22 + 2 =0;

22 + 4oy + 3y? — 62 — 12y +9 = 0;

4.3.17 f(z,
4.3.18 f(z,
4.3.19 f(z,

322 + 10xy + 3y? + 4o — 4y + 14 = 0;

22 —xy —2y* +4r +y+ 3 = 0;
2?2+ y? — 6z +4y + 14 = 0.
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Capitolul 1

Siruri de numere reale

1.1 Siruri de numere reale

1.1.1 Definitie. Se numeste sir de numere reale o functie definita pe multimea numerelor naturale
N cu valori in multimea R. Daca f : N — N, atunci se foloseste notatia f (n) = f,, indicele reprezentand
variabila acestei functii.

1.1.2 Exemplu. Consideram

n—1
:N—R = .
R
Multimea valorilor acestui sir este
Oas — 1 2 n—1
a; =VY,ag = 3,&3 = 4...,an = TL—|—1

Sirul se noteaza prin multimea valorilor termenilor sau folosind termenul general (a,),cy. Alte notatii

an, {an}n€N7 (a")nGN

Toate aceste functii reale (giruri de numere reale) sunt obtinute cu ajutorul termenului general a,,.
1.1.3 Definitie. Sir monoton. Un sir (ay), .y se numeste monoton daca este crescator (sau
descrescator).
Fiind data o functie, reamintim ca functia f : X — Y este crescitoare daca

(V) z1 < o
X1, € X

} S flan) < £ (f)

si descrescatoare daca
(V) r1 < T2
T1,20 € X

}=>f(x1)>f(fz)~

1.1.4. Exemplu. Sirul (a,) care satisface ant1 < an, (V)n € N este descrescitor, deoarece
n+ 1 > n si valorile a,4+1 < a, pentru orice n € N.

1.1.5. Definitie. Sir marginit. Spunem ca un sir (a,,)
m; M € R, astfel Incat pentru orice n € N

nen €ste marginit, dacd exista doud numere

m<a, <M.

1.1.6. Definitie. Sir convergent. Spunem ca sirul (a,), oy este convergent spre numarul a € R
dacé si numai dacd pentru orice € > 0, ()N (¢) > 0 astfel incat pentru orice n > N (&) = |a, — a| < e.
1.1.7. Observatii. 1) Relatia |a,, — a| < € este echivalenta cu

a, < a+e€

—E <, —a<E<=
" {an>a—5.

117
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2) Definitia convergentei se poate formula: sirul (a,) — a (sau lim a, = a) dacd pentru orice
n—oo

vecindtate (a — €, a + €) a numarului a, existd un rang al termenilor notat N (¢) (depinde de ¢) de la care
incepéand, toti termeni se afli in aceasta vecinatate (iar inafara acestei vecinatati vor fi un numar finit de
termenti).

1.1.8. Aplicatii. Folosind definitia convergentei unui gir, aratati ca

Solutie. Vom arita convergenta girurilor propuse, precizand existenta rangului N () pentru orice

e > 0.
1 1 1 1
(1) Din |a, —a|] = ’ - 0‘ = — < e rezultd n > —, deci exista N (¢) = {], pentru orice € > 0.
n n € €

1
Astfel lim — =0.
n—oo N,
(2) Din |ap, —a| = |=—=—0

1 1
on — < g rezultd 2" > —, (V)e > 0. Aplicdm functia log, x, care are
3

2”

1 ‘ B

1 1
baza 2 > 1, deci este crescatoare si obtinem n > log, % Astfel exista N (g) = [logQ } , deci sirul on 0
€
(cdnd n — o0 ). R
1.1.9 Definitie. Un sgir care nu este convergent se numeste divergent. In aceasta situatie, girul
poate avea limita oo sau nu are limita.

1.1.10 Definitie. Spunem c& lim a, = oo, dacd (V) M > 0, (3) N (M) > 0 astfel incat pentru orice

n—oo
n > N (M) sa rezulte a,, > M.
1.1.11 Exemplu. Avem lim 3" = oo, deoarece din inegalitatea a,, = 3™ > M pentru orice M > 0,

obtinem n = logs 3™ > logs M , deci exista N (M) = [logg M].
1.1.12 Exemple. Studiati convergenta sirului cu termenul general
n—1

= — >1
an n+17n_

n—1

Folosind definitia convergentei unui gir de numere reale, vom arata ca lim ) =1. Avem
n—oo N

n—1 n—1—(n+1) 2 n+1 1

lan, —a| = -1 = = <e= > =

n+1 n+1 n+1 2 €
Obtinem n > 2 — 1gi deci (3) N (e) = [2 —1].

Comentariu. Daca ¢ = 10’ atunci
2
N (e) = [1—1} =[20—1] = 19.

10

Deci pentru n > 19, adica de la termenul ag), toti termenii se afla la o distantd mai mica decat 0, 10
fata de 1.

20 — 1 19 2 2 1
—1| = == = — =0,10.
RS

1l = il
laz0 — 1 ’ 1520 10

1
Daca alegem € = 100’ atunci rangul termenului (care depinde de € ) va fi:

1 2
100 106

1
De la termenul asqg, toti termenii sirului a,, vor fi la o distanta mai mica de 100 fata de 1.
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1.1.13 Aplicatie. Studiati limita sirului a,, = (—1)" + sin E, n € N. Observam ca

2
o 0, n=4k+1
ay = (—1)n+sin7 —< 1, n=2k
2, n=4k+3

Sirul avand trei puncte limita {—2,0, 1}, nu este convergent.

1.1.14 Definitie. Puncte limita ale unui sir. Un numar a¢ se numeste punct limita a unui
§ir (an), ey daca orice vecinatate a sa V' (ag) contine cel putin un termen al sirului diferit de ao (acesta
poate apartine sau nu sirului)

1.1.15 Observatie. Daca ag este un punct limita al sirului (a,), oy, atunci orice vecinatatre a sa
contine chiar o infinitate de termeni ai sirului.

Remarcam ca definitia i observatia de mai sus sunt cazuri particulare ale definitiei punctului de
acumulare al unei multimi, aici multimea fiind formata din termenii girului (a,) .

1.1.16 Exemplu.

1+41=2 n=28k

-1+ — n=8k+1
1+0=1 n=8k+2

2
n nm _1_§ n:8k+3
a":(*l) +COST: 1-1=0 n=8k+4
2
_1_% n=8k+5

140=1 n=8k+6

—1+7 Tl:8l€+7
deci

2

flfg pentru n=8k+3; n=8k+5
2

0 — —1—|—% pentru n=8k+1;, n=8k+7

0 pentru n = 8k + 4;

1 pentru n = 8k + 2;

2 pentru n = 8k.

Sirul (an),~;, cu termenul general a, = (—1)" + cos 2F, n > 1, are cinci puncte limitd. Dacd notdm
L—multimea punctelor limita ale sirului (a,),,~,, atunci

EZ{—l—?; —1+§; 0; 1;2}

1.1.17 Definitii. Marginea superioara L a multimii £ se numeste limita superioara a girului,

L =sup £ = limsupa, = lim a,.

n—oo n—oo

Marginea inferioara [ a multimii £ se numeste limita inferioara a sirului,

| =inf £ =liminfa, = lim a,.
n— oo —00

V2

In exemplul anterior L =2, [ = —1 — -

1.1.18 Proprietatile marginii inferioare si superioare ale unui sir. Fie sirul (ay), oy 81/, L

limitele inferioara, respectiv superioara ale sirului (a,), . Oricare ar fi € > 0, avem:
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1) La stanga lui [ — € si la dreapta lui [ + ¢ se afla un numar finit de termeni ai sirului (a,),,cy;

2) In intervalul (I — &, L 4 ¢) se afli un numar finit de termeni ai sirului (@n)pen-

1.1.19 Teorema. Conditia necesard si suficientd ca un sir (an), oy care are
l= lim a, si L = lim a,,
n— o0 n—0oo
sa fie convergent este ca | = L.
Demonstratia este imediata.
1.1.20 Teorema. Operatii cu siruri convergente. Fie sirurile (ay),~, (bn),~; convergente,
cu lima,, = a, respectiv limb,, = b. Au loc B -

1) lim (a, +b,) = lim a, £ lim b, =a+¥;
n—oo n—oo n—oo

2)  lim (ay-by) = lim a,- lim b, =a-b;
n—oo . n—o0 n—oo
3 fim m an
im — =22 = —;
n—00 bn lim bn b7
n—oo
lim b,
4)  lim abr = (Hm an>THoo =ab.
n—oo n—oo
+ 0
Exceptie: nedeterminarile de forma co — oo, oo - 0, iﬁ’ o 1°°, 0¥ si oo®.
00
1.1.21 Limite remarcabile de forma >
00
1).
. pW a4 an® N 4+ 4 as_1n+a,
lim — = lim T =
n—oo an) n—oo bonP + binP~t 4+ ...+ by,_1n + by
a Qs_ a
ns[a0+—1+...+ j_i+—j} a
= lim L n N _ Jim P . 2
n— oo bl bp—l bp n— o0 bO
nPbo+ —+..+——+—
n npP npP
1 1 1 1
(deoarece —, 55w gy ooy —— all limita zero) si deci
n ns np
. Qo
00 - stgn—, pentru s> p
lim £ (n) () = 4o " t
nbo Q) (1 %, pentru s # p
0, pentru s < p.
. ag . . . ap
S-a notat szgnb— =( signum = signatura =) semnul lui I
0 0
o o . on—1 . Inn
1.1.22 Exemple. Si se arate ca: 1) lim =1;2) lim — =0 pentru « > 0;
n—oon + 1 n—oo N
a” a”
3) lim — =oo0,unde a > 1, @ > 0;4) lim — = oo, unde a > 1.
n—oo N n—oo Inn

Limitele de la 2), 3), 4) compard modul in care se duc spre infinit functiile crescitoare: y = Inn
(si general y =log, z, a > 1), y=a"™, a>1, y=n% a>0.
Figuram alaturat graficele functiilor crescatoare
y=a*, a>1;
y=a% a€R;
y=log,z, a>1
Figura 1

Figura 2
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1.2 Criterii de convergenta

1.2.1 Teorema. Criteriul general de convergenta (al lui Cauchy) Conditia necesard si suficientd
ca girul de numere reale (ay,),~, s fie convergent este (V)e > 0 exista un numar N () astfel ca pentru
orice p € N* are loc a

|(ln+p — an| < E.

(Cauchy-matematician francez. A fost ministru al Educatiei, dupa céiderea lui Napoleon)
Demonstratie.Conditia este necesara. Sa presupunem ca sirul (ay),,~, este convergent si are limita
a
lim a, =a
n—oo
Folosind definitia convergentei unui gir, va rezulta c& pentru orice € > 0 exista N (g) astfel incat pentru
orice n > N (¢)

€ . €
|anfa\<€':§, deci si |an+p*a|<§’ p>1

Diferenta

lantp — an| = |ansp —a+a—ay| <lanip —al + |a, —al < %4—6:5.

Conditia este suficientd. Presupunem ca |a,4p — an| < € In conditiile: (V)e >0 (3) N () > 0 astfel
incat pentru orice n > N (¢) si orice p = 1,2, 3, ...(Intreg). Cu alte cuvinte inegalitatea |an4p — an| < € are
loc pentru valori n+p > N +p si deci termenii ay 4, (p = 1,2, 3, ...) se afla in intervalul (ay — €, ay +¢€),
iar ai,as,...,ay_1 sunt inafara acestui interval. Intr-adevir inegalitatea |an+4p — an| < € implicd —e <
an4p < any <esanany —€ < an4p < any +¢€. Notdm ay —e =1, any +e =L Rezulta 0 < L — [ < 2¢,

oricare ar fi € > 0, iar L si [ fixe. Diferenta L — [ nu poate fi oricat de mica (oricare ar fi £ > 0), numai
dacd L = I. Avem deci: de la un rang n > N (¢), toti termenii sirului a4, € (I,L), rezultd cd sirul
(an), >, este convergent.

1.2.2 Definitie. Se numeste sir Cauchy (fundamental) un sir cu proprietatea ca pentru orice

e >0 (3) N (g) > 0 astfel incat pentru orice n > N () si orice p € N* sa aibe loc

|anp —an| <e

(sirul din criteriul general al lui Cauchy, dat mai sus).
1.2.3 Aplicatie. Teorema 1.2.1 a fost data de Cauchy cu scopul de a demonstra divergenta sirului
cu termen general

1 1 1
ap=14+=+=-+..+—, neN*,
2 3 n

care reprezintd suma de rang n a inverselor numerelor naturale. Aceasta sumé apare in media armonica
a numerelor naturale. Sa se arate ca sirul (a,),~, este divergent.
Solutie. Formam

| | : L ! > (al j— " _1

a, —a,| = —_— .. = (ale =n)= =,

nte " n+1 n—+ 2 n-+p pn+p &P n+n 2
cel mai mare termen cel mai mic termen

care nu poate fi oricat de mic.

Observam ca demonstratia divergentei folosind criteriul general al lui Cauchy va trebui sa nege
afirmatiile criteriului enuntat.

1.2.4 Exemplu. Folosind criteriul general al lui Cauchy, demonstrati ca sirul (ay),,~, este divergent,
iar sirul (by),,~, este convergent, unde

1

1
N T Y e ST

+—+

|- s~
Sl

—_
W~
W~

-

b) by = +
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Solutie. a) Formam

1 1 1 1
+ ot >p- =
NCES RN ) Jitp P ntp

(Aleg> o \/ﬁ>1 t > 2
= =) = =4/= entru n ,
¢ van V27 ?

deci diferenta nu poate fi oricat de mica pentru un p ales.
b) Pentru a demonstra afirmatia de convergenta va trebui si ardtam existenta lui N (&) in conditiile
criteriului. Avem diferenta

|Zntp — Tn

1 1
'x"“’_x"|_(1+3n)[1+3(n+1)] T3t p-DI[L+3(n+0p)
Dar
1 _ ! i1
(14+3n)[1+3(n+1)] (1+3n)(4+3n) 3 |3n+1 3n+4]’
Deci
Tngp — Tp| = L1 1 +
Tl T 313 +1 3n44
P S
n+4 3n+7
o +
PR S B
3n+3p—2 3n+3p+1|

1

1 1 <1 1 <1<
= - Z. Z<e
313n+1 3n+3p+1 3 In+1 n

pentru orice € > 0. Va rezulta n > —.

1
Am gésit in acest mod N (g) = {] si deci girul este convergent conform acestui criteriu.
€

1.2.5 Teorema. Criteriu de convergenta pentru siruri monotone, Criteriul lui Weier-
strass. Un gir monoton i marginit este convergent.
Demonstratie. Consideram un sir (a,)n > 1 marginit, deci nu poate avea limite infinite. Vom

arata ca are o singura limita. Fara a restrange generalitatea, consideram sirul crescator avand doua
. L—1
puncte limita [, L, ] # L. Impartim intervalul L — [ in trei gi notam ¢ = 5

Intervalele (I —¢,l+¢), (L —¢, L+¢) sunt disjuncte. Consideram un indice nq, astfel incat
an, € (I—&,1+¢). Va exista un indice ny,astfel incat ny > ny si an, € (L —e, L+¢). In caz contrar,
intervalul al doilea nu ar mai contine o intimitate de termeni si L nu ar mai fi punct limita. Deoarece
sirul este crescator rezulta

ap, < G, Pentru ny < no. (1)

Daca n > no, intervalul al doilea (L — e, L + ¢) nu poate contine toti termenii sirului, deoarece in
acest caz, In primul intervalar fi un numér finit de termeni si [ nu ar putea fi punct limita. Rezulta ca
pentru n = ng > ng

Gny>0n, DENtIU ng > no. (2)

Inegalitatile (1) si (2) luate impreund contrazic monotonia sirului, va rezulta deci cd [ = L si deci
sirul este convergent.

1.2.6. Siruri remarcabile

1. Numarul e. Consideram sirul (e,),~, cu termenul general e, = (1 + %)n, n > 1. Vom arata ca
girul (en),,~; este monoton crescator si marginit.
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Solutie. Folosind binomul lui Newton are loc

1\" 1 1
T, = <1+n> =1+Cp~ +02—+O3—+ O =
n 1 n(n—l)l nn—1)(n-2) 1 n! 1
- 1422 - — ===
+1 n+ 2! n2+ 3! n3+ +n! nm
1 1 1 1 2 1 1 n—1
= 1+14+-(1-J+=(1-=)(1-2)+.+=(1-=) (1- .
2! n 3! n n n! n n

Dar0<1—— < 1pentrui=1,...,n — 1, deci pentru orice n > 1
n

1 1
en<1+1+ + |+ + <2+ T R - =1+

=3.
3! 2 22 2n= 1-—

=

Avem

1\ 11 1 1 1 2 n
— (1 -1 1— k= (1= 1— (1=
nt1 <+n+1) ST +2!( 71—1)Jr +n!( n+1>< n+1> ( n+1)

rezultd a,4+1 > a, , n > 1 deoarece a,41 are fiecare termen de acelagi rang mai mare decat termenul
corespunzator al din a,, In plus mai are un termen pozitiv.

In concluzie, sirul (e,),~; este monoton crescator si marginit, deci este convergent. Limita acestui
gir se noteaza cu e € (2,3) (in onoarea matematicianului elvetian Euler)

e =2,7182818284...

Este un numar transcendent. Transcendenta sa se datoreaza faptului ca nu se poate obtine din ecuatii
care folosesc operatiile algebrice (adunare, scadere, inmultire...)
Generalizare

1
Un

lim (1 + )™

n—oo

= e oricare ar fi girul (uy),~; cuu, — 0, cAnd n — oo.

1.2.7. Teorema. Criteriul lui Stolz.Daca (z,,),,~, este un sir oarecare, iar (yn),~, este un sir
crescator cu limn — ooy, = oo astfel incat existd

Tn41-Tn

lim =1 (finit sau nu),

=00 Yn4+1 — Yn

atunci exista " " .
lim =% = ljm 2=
n—00 Yn =0 Ynit1 — Yn
Reciproca nu are loc.
1.2.8. Exemple. 1) Fie sirul (a,),~; si definim
ar+as+...+a,

Maritm (a17a27 an) = n , N > 1.

Notam x, = a1 +as + ... + an, Yo =n, n > 1. Avem

. Tny1-T . Ap+41 .
lim 27" — iy nt = lim ap41.
n—00 Ypt1 — Yn n—oon+1—n n—oo

Constatam ca

lim — = lim Mmaigm (@1, ..., an) = lim apy; = lim ay,.
n—oo yn n—oo n—oo n—od
2) Fie girul (ay,),,~,. Pentru orice n > 1, notam m,ixm= media armonica (a1, az, ..., a,) definita prin
relatia
1 1 1
L — =t —
n a1 ao ap,
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Aplicam criteriul lui Stolz:

. 1 a Ap+1 ay . 1
lim = nt 22 = lim
n— oo n—|—1—n n—00 Up41
Deci
1
lim —— = lim
n—o0 marm n—oo an+1
sau
lim marm (a1, ...,a,) = lim anq41 = lim a,.
n—oo n—oo n— 00
Observam ca daca sirul (a,),>, este convergent (si are limita a) atunci
lim a, = lim mam (a1, ...,an) = Um Mayigm (@1, ..., an) -
n—oo n—oo n—oo

3) Daca termenii girului (an),,>;, sunt pozitivi a, > 0, definim
mg (a1, ..., ap) = /a1, 02...0, 1 > 1.
Intre mediile aritmetice, geometrica si armonica exista inegalitatile
Maritm > my > Marm,

egalitatea avand loc cand a1 = ag = ... = ay,.-

Demonstratia acestor inegalitati rezultda imediat pentru cazul n = 2. Pentru n > 2 sunt necesare
consideratii asupra extremului functiilor de mai multe variabile.

Folosind metoda ”clegtelui”, pentru n — oo (suficient de mare), se constatd ca cele trei medii tind

spre aceeagi limita. Aceasta observatie este utila in teoria probabilitatilor.
1.2.9. Consecinta. Daca a, > 0, n € N, atunci

. . Qp . QA Ap—1 a2 a1
lim /a, = lim pr “Upy—1 = ...= lim p . R
n— oo n— oo Ap—1 n— 00 Ap—1 Ap—2 aq 1

. ay a2 as an, . An,
= lim my | —,—,—, .., = lim .
n—00 ag aip az ap—1 n—00 Un—1
cu ag = 1.
Va rezulta relatia utila:

. An+1 .

lim = lim /a, pentrua, >0, ag = 1.
n—oo  (Qp n—oo

1.2.10. Exemple.
1) lim, o {/n = lim ”TH =1;
2) lim {/a =lim ¢ =1, a > 0.

1.2.11 Teorema. Criteriul raportului.Fie (a,),~,; un sir de numerele reale strict pozitive cu
proprieatea cd existd lim a, = I. Sunt adevdrate afirmatiile de mai jos:

n—oo

(i) Dacal <1 rezultda lim a, =0;

n—oo

(i) Dacal > 1 rezultd lim a, = co.
n—oo

Demonstratia teoremei se bazeaza pe teorema de convergenta cu €.

n
*

1.2.12 Exemplu. Calculati lim a—, unde a € R%.
n—oo nN.

an
Notam a,, = - Rezulta
n!

. Qpi . att ol .
lim = lim -— = lim
n—oo Ay n— 00 (n + 1)' a™ n—oo N

a
=0<1
1 )

deci lim a, = 0.
n—oo



Capitolul 2

Serii de numere

2.1 Serii de numere

Fie girul de numere reale (an)n21. Cea mai simpla operatie pe care o putem face cu termenii sirului,
adunarea este o suma cu o infinitate de termeni. Stim sa adunam doi, trei,...,un milion,..., oricati termeni
cu conditia sd gtim cati termeni adundm. Pentru a da un sens acestei sume (infinite): a1 +as+...+an+...
introducem sumele partiale (care formeaza un gir)

S1 = aq
So = a1 + as

Sirul (sy), <y Poate fi convergent, caz in care notam lim s, =ssgi s =a; +az +... +an + ...

n—oo

2.1.1 Definitie. Se numeste serie o suma

Zan:a1+a2+...+an+...

n=1

n
Dacd s = lim ) ag, ea se numeste suma seriei; a, se numesc termenii seriei; (s,)—sirul sumelor
n—oo
k=1

n
partiale, unde s, = > ag, n > 1.
k=1

[ee]
Notatie > a, sau Y a, (fard a specifica valorile posibile ale lui n)

n=1
2.1.2 Definitie. Spunem c& seria Y a, este convergentd (divergentd, oscilantd) dupd cum sirul
sumelor partiale s, este convergent (divergent, oscilant).
2.1.3 Observatie. Dacéa se suprimé un numér finit de termeni ai unei serii, atunci seria obtinuta
are aceeagi natura cu seria initiala.
> 1
2.1.4 Exemple. 1) Seria ) —, numitd seria armonica este divergenta deoarece girul sumelor
n=1
partiale
1 1
Sp=14+=-+..+—, n>1
2 n
este un gir divergent (Criteriul general Cauchy).
2) Fie ¢ € R. Seria geometrica este

o0
d"=14+q+¢+ . +q"

n=0

125
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Pentru g # 1, suma primilor n termeni ai unei progresie geometrice <ag, agg, ..., aog" " este
qg—a apq""t-qg—a 1—q"
g = fmdmo_ad"rg—ay  1-gt
q—1 q—1 l—¢q

Deci

Sy — 1-¢q’
ap - 00, |g| > 1.

Dacaqg=1,atuncia, =14+14+1+4+...+1=n, lim s, = .
n—oo

o0
Va rezulta ca seria geometricd > ¢" este convergentd, pentru |q| < 1 si este divergentd, pentru
n=0
gl = 1.

2.1.5 Teorema. Criteriul general al lui Cauchy de convergentd a unei serii. Conditia
necesard gi suficientd ca seria Yy a, sd fie convergentd este ca pentru (¥)e > 0 (3) N (¢) astfel incat
pentru orice n > N (€) si orice p € N* sa aibd loc:

|Gnt1 + Gnga + o + anyp| < e

Demonstratie. Folosim criteriul general al lui Cauchy pentru girul sumelor partiale s, = a1 + ... + a,.
Are loc

[Sntp — Sn| = |@nt1 + Gnga + oo + Anip| < e,
de unde rezulta teorema de mai sus.

2.1.6 Consecinta. In cazul unei serii convergente termenul ei general are limita zero. Intr-adevar,
alegind p = 1 gi folosind criteriul de mai sus rezultd |a,4+1| < & care este echivalent cu lim |a,4+1| = 0.
n—oo

Aceasta conditie este necesara, dar nu este suficientd pentru convergenta unei serii.
. 1 1 . . .
2.1.7 Exemplu. Seria > — are — — 0, dar este o serie divergenta (seria armonica).
n n
2.1.8 Consecinta Daci la seria Y a,, lim a, # 0, atunci seria este divergenta, fapt care rezulta
n—oo

din Consecinta 1).
2.1.9 Exemplu. Fie

3n—|—5 11 77 3n+5

2n —1 2
— —.
3n+5 3
2.1.10. Definitie. O serie Y a, se numesgte absolut convergents, daci seria Y |a,| este o serie
convergentd (notam AC')
2.1.11. Teorema. Daca o serie este absolut convergentd, atunci seria este convergenta.
Demonstratie. Presupunem Y |a,|, o serie convergentd. Aplicand criteriul general al lui Cauchy:

(V)e >0 (3) N (e), astfel incat pentru orice n > N () si orice p € N*

este o serie divergenta, deoarece termenul ei general a,, =

|@ns1] + ante] + - + anip| <e.

Dar
|@nt1 + oo+ Gngpl < lang1] + |ang2| + .o+ |anip| <€

oricare ar fi € > 0 si oricare ar fi p € N* pentru orice n > N (¢) . Seria > a,, este o serie convergenta.
Seriile convergente fard a fi i absolut convergente se numesc serii semiconvergente
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2.2 Serii alternante.

2.2.1. Definitie. O serie de forma

> (=1)"by =bo— b1 +by—bg+ ... cuby, >0, n €N

n=0

se numegte serie alternanta.

2.2.2. Teorema. Criteriul lui Abel pentru serii de forma > a,b,. Daca (b,) \, 0 (este un
gir monoton descrescdator de numere pozitive spre zero) si Y a, este o serie cu girul sumelor partiale
Ap = a1 + az + ... + an, mdrginit, atunci, seria Y anb, este convergentd

Demonstratie. Folosim criteriul al lui Cauchy de convergenta a seriilor, scriem a,, = A, — A,,_1.
Avem

|@nt1bnt1 + -+ Gngpbntp| = [bnt1 (A1 — An) + bpg2(Ant2 — Ang1) + oo+ bugp(Angp — Angp-1)
— —

Apnt1—An Apya—Ant1 Angp—Anip_1

- An+1(bn+1 - bn+2) + An+2bn+2 - bn+3 + Anerfl(anrpfl - anrp) + ‘bn+1(_An) + bn+pAn+p|
N——— ———

+ +
<M bn+1 - bn+2 + bn+2 - bn+3 +...+ bn+p—1 - b7z+p + bn+1 + b’n—&-p = 2bn+1M
0 0

Deoarece by, 11 \, 0, folosind definitia convergentei spre zero, obtinem ca pentru oricee > 0 (3) N () > 0

€
astfel incat pentru orice n > N (¢) sa aiba loc b,11 < M deci

|an+1 “bpg1+ .+ an+pbn+p| <2bp, 1M <e

oricare ar fi € > 0 si pentru orice n > N () si orice p € N*.

Seria Y apb, verifica criteriul general al lu Cauchy, deci este convergenta.

Consideriim cazul particular al seriei lui Abel 3 a,b,, in care a, = (—1)""".

2.2.3. Teorema. Criteriul lui Leibniz. Dacd intr-o serie alternanta > (—1)
(bp) T 0 (monoton descrescitor de numere pozitive spre zero), atunci seria alternantd 3. (—1)"" b,
este convergenta.

Demonstratie. Folosind criteriul lui Abel pentru cazul cand

"y, sirul

o0

Za” = Z (=)™ [ deci a4 ag + ... +an| < 1

n=1
suma partiala

a1+a2—|—...+an:{ 0, n = par

1, n = impar

si deci seria alternanta este convergenta.
2.2.4. Exemplu.

> 1 1 1 1
B S [ R R Y (i ) L
;( )= gt T EDTT

este o serie alternanta convergenta, deoarece girul

by = S\ 0.
n
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Pentru a demonstra monotonia girului (b,),,~,, avem

1 1
bpi1 — by, =———— <0, > 1.
ok n+1l n "

Atunci b, 41 < b, pentru orice n € N, n > 1.

x 1
. < 1 . . < . .
Seria alternantd 5. (—1)""' = este un exemplu de serie semiconvergenti, deoarece seria valorilor
n=1 n
&)

1 L . .
absolute Y — este o serie divergenta.(seria armonica)
n=1"T

2.3 Serii cu termeni pozitivi. Criterii de comparatie

2.3.1 Criteriul I de comparatie Fie > a, $i > b, doud serii cu termeni pozitivi. Dacd existd
un numar N astfel incit (V)n > N avem

a) ap < by, $i > b, convergentd, atunci Y a, convergentd;

b) an < by, siY. a, divergentd, atunci by, divergentd.

Demonstratie. Din a,, < b, pentru n > N rezulta

A, =a1+ax+..+a,<b+by+..+b,=DB,.

Sirul sumelor partiale B,, al seriei convergente Y b, , este un sir convergent, deci marginit, in concluzie
(I M > 0 astfel incat 0 < A, < B, < MA,p1 = Ay + any1 > Ay ||= Sirul (4,),~, este un sir
convergent (marginit si monoton). Urmeaza c& si seria Y a,, este convergentd. Punctul (b) al criteriului
I se obtine prin negarea punctului a)

1
2.3.2 Exemplu. Studiati natura seriei »_ —, 0 < a < 1. Deoarece n® < n' pentru 0 < o < 1;
n

1 1 1 1
— > — giseria ) — este divergenta. Va rezulta ca seria ), — divergenta pentru « € (0, 1).
n n n n
x 1 1
2.3.3 Exemplu. Studiati natura seriei . ——. Deoarece — > —, n > 1 gi seria »_ — este
n—olnn Inn n n

. o VRV 1 . <
divergentd, rezulta ca seria o este divergenta.
nn

2.3.4 Criteriul IT de comparatie. Fie > a, $i »_ b, doud serii cu termeni pozitivi. Dacd existd

un numdr N € N astfel incat pentrun > N sd avem
a b

a) —ntl o Tl $1 Y by, convergentd, atunci . a,—convergentd;

a/TL n

b) Ap+1 > bn+1

§t Y a, divergentd, atunciy_ b,—divergentd.

an, n

a b
Demonstratie. Putem presupune N = 1. Din inegalitatile “ntl < Z—H va rezulta
a

n n

S

ai a2 n

— > =2>.>—2>...
by — by — ~ b, —
o a1 . .
Notamb—:k(;é 0) si deci
1
a1 = kbl
az < kb
a, < kbn

Aplicdm criteriul I de comparatie la seriile Y a,, si > kb,, de unde vor rezulta afirmatiile a) si b) din
criteriul al II-lea de comparatie.
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2.3.5 Criteriul al ITI-lea de comparatie. Fie seriile > a, si Y. b, cu termeni pozitivi.
a) Dacd (3) nlirgo Z—n =1(# 0 finit), atunci seriile Y a, $i Y by au aceeasi naturd;

b) Dacal =0 si serviia > by, este convergentd, atunci y_ a, este convergentd;

¢) Daca l = oo i seria Y by, este divergentd, atunci Y a, este divergentd.

2.3.6 Exemplu. Studiati natura seriilor:

) 1
a) Y, —— . a,beR, a#0.

—_—; b
n=1 100 + 17’ )Zaner
Solutie. a) Avem

1
1
lim A0 +17 1
n
e 1
Seria ——  este divergenta, deoarece are aceeasi natura cu seria armonica.
n=1 10n + 17
b) Avem
1
lim 4% T9 +b = l
n—oo l a ’
n

Seria Y #er este divergenta, are aceeasgi natura cu seria armonica.

2.3.7 Criteriul lui D’Alembert (raportului) Fie seriua Y a,, unde a, > 0. Dacd ezxista un
numar N astfel incdt pentru orice n > N sd aibe loc:
a) anJrl
Qn
b) n+1

<1< 1, atunci seria Y a, este convergentd;

> 1> 1, atunci seria Y a,, este divergentd.

n
Demonstratie. a) Presupunem inegalitatile adevirate pentru n > 1, adica

ax < lag
as < lag <Py
an, < lap_1 < ... <"l

obtinem seria " 1""ta; = a; Y_I"!, serie geometricd cu ratia [. Dacd [ < 1, aplicand criteriul I de
comparatie, rezultd cd si seria ) . a,, este convergentd.

b) Din inegalitatile a,, > [""1a; si seria a; Y. 1" ! este divergents (serie geometrica cu ratia [ > 1).
Va rezulta ca si seria Y a,, este divergenta (punctul (b) de la criteriul I de comparatie).
an+1

2.3.8 Criteriu practic. Fie seria )_ a,, cu a,, > 0. Daca lim = [, atunci pentru [ < 1 seria

Qp
> a, este convergenta, pentru [ > 1 seria Y a, este divergentd, iar pentru [ = 1 nu se poate determina
natura seriei Y ay,.
2.3.9 Aplicatie. Studiati natura seriei

[n1]? a™ 0
Zi( oy >0
Solutie. Avem

Y [(n+ D a"t [P [(n+D]a”-a _ [p)?a"  (n+1)%a
e 2(n+1)]! (2n + 2)! (2n)!  (2n+1)(2n+2)

. An41
lim 2L —

a
n—oo  (Qp 4
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a . . o . . o
Pentru — < 1, adicd a < 4 obtinem Y a,, este convergentd, pentru a > 4 seria Y a, este divergenta.

Daca a = 4, criteriul nu este concludent i vom aplica un alt criteriu (Raabe-Duhamel).

2.3.10 Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie seria Y a,, cu a, > 0. Dacd existd un numdr N astfel
incat pentru orice n > N
a
lim n( 2 —1) =1,
n—oo "\ ant1

atunci pentru | < 1 seria > a, este divergentd, pentru | > 1 seria Y. a, este convergentd, iar pentru
Il =1 criteriul nu e concludent.
2.3.11 Exemplu. Fie seria

Z [’I’L']2 -4
(2n)!
din exemplul precedent (Aplicatia 2.3.9), cu a = 4. Avem

Qi1 _ 4(n+1) 1
an (2n+1)(2n +2) ’

deci criteriul raportului nu este concludent in determinarea naturii seriei. Deoarece

. o+ 1 1

lim n In 4 =limn nt -1 = lim n- =-1<1,

n— o0 Apa1 2n + 2 n— 00 2n + 2

am (n!)?
(2n)!

2.3.12 Criteriul radéacinii (Cauchy) criteriul practic. Fie seria Y an, cu a, > 0. Dacd

lim /a, =1,

n—oo

obtinem c& pentru a = 4 seria ) este divergenta.

atunci pentru | < 1 seria Y a, este convergentd, | > 1 seria Y a, este divergentd, iar pentru | = 1
criteriul nu este concludent.

2.3.13 Observatie. O consecinta la Lema lui Stolz arata ca pentru orice sir (ay), -, cu an, >0
an+1

lim = lim a,.
n—oo (A n—oo

Deci criteriul radacinii este echivalent cu criteriul lui D’Alegnbert.

. & (n+ 1"
2.3.14 Exemplu Studiati natura seriei -a”, a>0.
n=1 n

Solutie. Avem

1\" 1\"
lim /a, = lim a(n+ ) = lim a(n+) =a-e.

1 . 1 L . 1 .
Daca a < —, atunci seria este convergenta; daca a > —, atunci seria este divergenta. Daca a = — obtinem
e e e
2

1\" 1
a, = (1 + > - —. Deoarece
n e'IL
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rezulta
1

1 1
an=(1+=|n*—>——p n>1
n en 1
1+ —

n

- 1 - < . .
Atunci hm an > —, deci seria Y a, nu poate fi convergentd (termenul ei general nu tinde la zero!)
e’

2. 3 15 Criteriul de condensare (Cauchy)er sema > apn avind (ay,) avind un gir monoton de-

screscator de numere pozitive. Atunci seriile Z an §t E 2%ayr au aceeasi naturd.
n=1 k=1

x
2.3.16 Aplicatie. Fie seria > —,unde a € R*. Seria
n=1"T

l l > /1
Z2k (2F)° = Z ok(a—1) ’; <2a—1>

este o serie geometrica cu ratia

l y l
2a—1"° ’ 2a—1
C o 1 <
deci si seria ) v este convergenta.
1
2.3.17. Observatie. Seria ) —, a € R se numeste seria armonica generalizatd (Riemann).
n
Concluzie:

1
Pentru o < 1 seria » — este divergenta;
n

Pentru « > 1 seria ) — este convergenta.
n



Capitolul 3

Functii f : D C R — R continue

3.1 Elemente de topologie

Notém R = R U {—o0, +oc} .

Prin vecinitate (in R) a numarului real z( € R intelegem orice multime W C R cu proprietatea
cd existd € > 0 pentru care (zg — €, 29 +€) C W.

Prin vecinitate (in R) a lui +oo intelegem orice multime W C R cu proprietatea ci exista € > 0
pentru care (€, +oo] C W.

Prin vecinatate (in R) a lui —oo intelegem orice multime W C R cu proprietatea ca exista € < 0
pentru care [—oo,€) C W.

Remarcam ci daca multimea W este vecinitate pentru zo € R, atunci zo € W.

Mai mentionsm ca dacd Wy, W sunt doud vecinatiiti pentru ¢ € R, atunci multimea W, N W, este
de asemenea o vecinatate pentru xz.

3.1.1 Definitie. Fie D C R, D # (). Un punct 9 € R U {—00,+00} se numeste punct de
acumulare pentru multimea D, daci pentru orice vecinatate W a punctului zq are loc DNW\ {zo} # 0.

Exista posibilitatea ca anumite puncte de acumulare 2y € R pentru o multime D C R si nu fie
elemente ale multimii D. De exemplu pentru multimea D = (a,b) unde a,b € R,a < b, fiecare punct
xg € [a,b] este punct de acumulare; pentru multimea D = (—o00,0) U (0, 400) orice zy € R este punct
de acumulare; pentru D = (=2, 1] U [2, 3) U {7, 8} U[10,400) punctele —2, 3 si +0o sunt puncte de
acumulare, fara a fi elemente ale lui D.

3.1.2 Definitie. Fie D C R, D # . Un punct ¢ € D se numesgte punct izolat al multimii D daca
existd o vecindtate W a lui g astfel incat DN W = {zo}.

Este clar ca orice punct xy € D este ori punct de acumulare pentru multimea D, ori punct izolat al
multimii D.

3.1.3 Definitie. Fie D C R, D # (.

i) Un punct 29 € D se numeste punct interior al multimii D dacé existd o vecindtate W a lui z
astfel incat W C D.

ii) Multimea punctelor interioare ale mul{imii D se numegte interiorul lui D.

3.1.4 Definitie. Multimea D C R se numeste multime deschisa daca pentru orice x¢p € D exista
o vecinatate W a lui zg astfel incat W C D.

In continuare enuntam cateva proprietati esentiale ale multimii R, proprietati care au rol si la studiul
functiilor f: D C R — R.

3.1.5 Axiom3 (Axioma existentei supremumului) Orice submulfime nevida i majoratd a lui R are
supremum (cel mai mic majorant) in R.

3.1.6 Axioma (Axioma existentei infimumului) Orice submultime nevidd si minoratd o lui R are
infimum (cel mai mare minorant) in R.

Mentionam ca aceste doua axiome sunt echivalente.

3.1.7 Teorema (Teorema lui Cantor) Daca sirurile de numere reale (ay),,~, §i (bn),~, au urmdtoarele
proprietati

i) sirul (an),~, este crescdtor,

132
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it) sirul (bn),~, este descrescdtor,
iii) an < byp,¥n € N*,
w) lim (b, —ay) =0,

n—oo

atunci cele doud siruri (an),~q, (bn),>, sunt convergente catre o limita comund i

[an,bp] .

lim a, = lim b, € N
n— oo n— oo neN

3.1.8 Teorema (Teorema lui Cesaro) Orice sir marginit de numere reale are un subgir convergent.

3.2 Limita unei functii f : D C R — R intr-un punct

Reamintim pe scurt cateva notiuni legate de limita intr-un punct a unei functii f : D C R — R.

Formulam doua definitii, echivalente intre ele, una pe baza notiunii de vecinatate si cealalta pe baza
notiunii de limita a unui gir de numere reale.

3.2.1 Definitie. Fie D C R, f: D — R o functie, g € RU {—00, 400} un punct de acumulare
pentru D. Fie l € RU {—o0, +o0}.

(i) Spunem cé functia f in punctul z; are limita /, si notdm lim f (z) =, daci pentru fiecare
Tr—xT0

vecindtate V a lui [ exista o vecindtate U a lui zg cu proprietatea cd f (D NU \ {zo}) C V, ceea ce revine
la

xeDNU \{xo} = f(z)eV;

(ii) (Heine) Spunem ca functia f in punctul zy are limita [, si notdm lim f (z) = [, daca oricare
T—x0

ar fi (xy,),~; un sir format cu numere reale diferite de 2o din D, avand ca limita pe xo, sirul de numere
reale (f (zn)),>; are limita I.

Alta notatie: f (z) — I, cand z — .

3.2.2 Observatie. Se arata usor ca daca functia f are limita in punctul xg, atunci ea are o singura
limita in acest punct. Utilizam definitia cu giruri a limitei unei functii intr-un punct. Daca f in punctul
xo ar avea doud limite Iy, 1y, l; # Iz, atunci, considerand un gir (x,),~, de numere reale din D \ {z¢} cu
limita xg, sirul de numere reale (f (x,)),,~, ar avea doua limite diferite, I, si l2, ceea ce este imposibil.

In urmétoarele noud propozitii, utilizand caracterizari cu inegalitati ale vecinatatilor punctului xg,
respectiv [ formulam caracterizari ale situatiilor cand functia f in punctul x( are limita [, concret pe cele
noua cazuri posibile ale Definitiei 3.2.1.

3.2.3 Propozitie. Fie functia f : D C R — R §i g = —oo punct de acumulare pentru D.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

() lim f(z)=—oo
r——00
(i) pentru orice numdr real € <0 (oricdt de mic ar fi) existd un numdr real § (¢) < 0 astfel tncdt

reDx<d(e) = f(zx)<e.

3.2.4 Propozitie. Fie functia f: D C R — R, xyp = —oc0 punct de acumulare pentru D si l € R.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) lim f(x) =1
T——00
(1) pentru orice numar real € > 0 (oricdt de mic ar fi) existd un numar real 0 (€) < 0 astfel incat

xeDx<i(e) = | flx)-1<e.

3.2.5 Propozitie. Fie functia f : D C R — R $i xg = —o0 punct de acumulare pentru D.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) lim_f () = +oo;

(#) pentru orice numdr real € > 0 (oricdt de mare ar fi) existd un numar real 6 (€) < 0, astfel incat

re€D,x<(e) = f(x)>e.
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3.2.6 Propozitie. Fie functia f: D CR — R si 29 € R punct de acumulare pentru D. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Jim f () = —o

(i) pentru orice numdr real € < 0 (oricat de mic ar fi) exista un numdar real § (€) > 0 astfel incdt
x € D\ {zo}, |z —xo] <d(e) = f(z)<e.

3.2.7 Propozitie. Fie functia f: D C R — R,xzg € R punct de acumulare pentru D i I € R.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Jim [ (2) =1

(i) pentru orice numdar real € > 0 (oricdt de mic ar fi) existd un numdr real ¢ (€) > 0 astfel incat
€D\ {0} lo— a0l <5(e) = | f(x)— Il <e.

3.2.8 Propozitie. Fie functia f: D C R — R gi zg € R punct de acumulare pentru D. Urmdatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(i) lim f () = 4o0;
r—T0

(i) pentru orice numar real € >0 (oricdt de mare ar fi) existd un numar real 6 (€) > 0 astfel incat
x € D\ {xo}, |z —x0| <d(e) = f(z)>e.

3.2.9 Propozitie. Fie functia f : D C R — R gi ©g = 400 punct de acumulare pentru D.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) lim f(x)= —oo;
Tr——+00

(i) pentru orice numdr real € <0 (oricdt de mic ar fi) exista un numdr real 0 (€) > 0 astfel incdt
re€D,x>d() = f(z)<e.

3.2.10 Propozitie. Fie funcfia f: D C R — R, xg = +00 punct de acumulare pentru D si | € R.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) lim f(z) =
T——+00
(i) pentru orice numdr real € >0 (oricat de mic ar fi) exista un numdr real § (€) > 0 astfel incdt

xe€Dx>d() =] f(x)-l<e.

3.2.11 Propozitie. Fie functia f : D C R — R g ©g = 400 punct de acumulare pentru D.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) lim f(z) = +oo;
r——+00
(#) pentru orice numar real € >0 (oricdt de mare ar fi) existd un numar real 6 (¢) > 0 astfel incat

re€D,x>d() = f(x)>e.

Urmatoarele teoreme pun in evidenta cateva proprietati ale functiei f : D C R — R care rezulta
direct din existenta limitei functiei intr-un punct.

3.2.12 Teorema. Fie D C R si xg € RU {—00,+00} un punct de acumulare pentru D. Dacd
functia f : D — R are in punctul xy limita | si ¢,d € RU {—o00,+00}, ¢ < I < d, atunci existd o
vecinatate U a punctului xo astfel incit x € DNU\{zo} = ¢ < f(z) < d.

Demonstratie. Consideram intervalul V = (¢,d). Din ¢ < I < d rezulta ca V este o vecinitate a
lui I. Cum f are in punctul z( limita [, pe baza Definitiei 3.2.1 (i) existd o vecindtate U a lui z astfel
incdt x € DNU\{zo} = f(z) € (¢,d).

3.2.13 Teorema. Fie D C R gi xgp € RU {—00,+00} un punct de acumulare pentru D. Dacd
functia f : D — R are in punctul xq limita nenuld I, atunci existd o vecinatate U a punctului xy astfel
incat

zeDNU\{zo} =1 f(x)>0.
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Demonstratie. Dacid | € (—o00,0) aplicdm teorema precedentd cu ¢ = —o0o,d = 0; respectiv cu
¢=0,d =+o0 dacid | € (0,400). Dacd | = —oo sau | = 400 atunci concluzia rezula direct din Definitia
3.2.1 (i).

3.2.14 Definitie. Spunem ca functia f : D C R — R este marginita pe multimea nevida
Dy C D, daca exista un interval (¢,d) C R cu proprietatea ci f (Do) C (¢, d), unde multimea f (Dg) =
{f (z)|z € Dy} este imaginea multimii Dy prin functia f.

3.2.15 Teorema. Fie D C R gi x9p € RU {—00,4+00} un punct de acumulare pentru D. Dacd
functia f: D — R are limita | € R in punctul xg, atunci existd o vecinatate U a punctului xo astfel
incat functia f este marginita pe D N U.

Demonstratie. Fixam arbitrar ¢,d € R astfel ca ¢ < [ < d si aplicam Teorema 3.2.12.

Urmatoarea teorema se refera la existenta limitei intr-un punct a functiei suma, produs, cat, respectiv
a modulului functiei.

3.2.16 Teorema. Fie D C R gi 29 € RU{—00,+00} un punct de acumulare pentru D. Fie functiile
fyg9: D — R. Daca existd fClinf;l f@)=1l eR gi zlinl g(x) =1l € R, atunci existd limitele

—Zo —Zo

i) lim (f+9) () = b+l

ii) Ilggo (f-9) (@) =111z

iii) lim f (x) = f—l, dacd la #0 si g (x) #0,Vz € D\ {zo};
i) Jim (1] (2) = i,

Demonstratie. Utilizam definitia cu siruri a limitei Intr-un punct a unei functii, Definitia 3.2.1
(ii). Fie un sir (z,),,~,; de numere reale din D \ {zo} cu limita z¢. Din lim f(z) =1, si lim g(z) = lo,
= r—xT0 r—xTo

pe baza Definitiei 3.2.1 (ii), rezulta lim f (x,) = li, respectiv lim g (x,) = lo. Utilizand proprietati ale

sirurilor de numere reale obtinem
i) lim (f+9) () = lim (f (2a) + 9 (2a) = b + Do

i) lim (fg) () = lim (£ (20) g (2a) = s - b
i) Tim L (2,) = 1im L)l

) n1—>oog (.Tn) o n1—>oog (xn) o lQ’
iv) lim [f] (@) = T |f (2a)| = 1]

de unde, cu privire la functiile f + g, f - g, f respectiv |f|, pe baza Definitiei 3.2.1 (ii), urmeaza
g

concluziile din teorema.

In continuare vom considera notiuni de limite laterale.

3.2.17 Definitie. Fie D C R o multime nevida si f: D — R o functie.

(i) Fie o € R un punct de acumulare pentru multimea D N (—oo,zg). Fie | € RU {—o0, +00}.
Spunem ca functia f are limita la stanga in punctul zy egala cu [, si notam mlil?of (x) =1 sau

<z

f(zo—0) = [, daca pentru orice vecindtate V a lui [ existd o vecinatate U a lui xy cu proprietatea
f (DN (—o0,z9) NU) C V, ceea ce revine la

ze€DN(—oc0,z0)NU = f(x)€ V.

(ii) Fie o € R un punct de acumulare pentru multimea D N (zg, +00). Fie Il € RU {—o0, +o0}.
Spunem ca functia f are limita la dreapta in punctul zy egala cu [, si notam mlil{lof (z) =1 sau
z>x(Q
f(xzo+0) = [, daci pentru orice vecindtate V a lui [ existd o vecindtate U a lui xg cu proprietatea
f (DN (xg,+00)NU) CV, ceea ce revine la

x € DN (xg,+00)NU = f(x) V.

3.2.18 Observatie. Limita la stanga respectiv limita la dreapta se numesc limite laterale.
3.2.19 Observatie. De fapt zllglof(l‘) este limita in punctul zp, in sensul Definitiei 3.2.1 (i),

z<xz(
a restrictiei functiei f la multimea D N (—o0,x¢), iar lim f () este limita in punctul zy a restrictiei
w—>m0
z>x()
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functiei f la multimea D N (xg,+00), in sensul Definitiei 3.2.1 (i). Din acest motiv toate rezultatele
legate de notiunea de limita a unei functii Intr-un punct se transpun pentru limite laterale. Ca exemplu
mentionam unicitatea limitei laterale: daca f are limita la stanga in punctul zg, atunci f are o singura
limita la stanga in punctul xg; daca f are limita la dreapta in punctul z, atunci f are o singura limita
la dreapta in xg.

Urmatoarea teorema exprima legatura dintre limita functiei intr-un punct si limitele laterale n acel
punct ale functiei.

3.2.20 Teorema. Fie D C R, f: D — R o functie, xg € R un punct de acumulare pentru mulfimea
DN (—o0,x0) giin acelagi timp pentru mulfimea D N (xg, +00).

1) Dacd functia f are limitd in punctul xo, atunci functia f are limite laterale in punctul xo $i

lim f(z) = lim f(x) = lim f(x).

T<ag >0 T To
it) Daca functia f in punctul xo are limite laterale egale Tlllgof (x) = Tllqlo (), atunci functia f
z<lz( z>x()
are limitd in punctul z¢ gt lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).
a<ay S T—T0

Demonstratie. Utilizam definitia cu vecinatati a limitei functiei intr-un punct adica Definitia 3.2.1.
(i) si definitia limitelor laterale.

O clasa importanta de functii este cea a functiilor monotone. Reamintim notiunea de functie
monotona.

3.2.21. Definitie. O functie f: D C R — R se numeste monotona, daca are una din urmatoarele
proprietati:

i) 1,29 € D,x1 < 29 = f(x1) < f(22); In acest caz spunem ca functia f este crescitoare;

ii) 1,29 € D,x1 < x9 = f(x1) > f(22); in acest caz spunem ca functia f este descrescitoare.

Functia f : D C R — R se numeste strict monotona, daca are una din urmatoarele proprietati:

iil) 1,220 € D, 21 < 22 = f(x1) < f (x2); in acest caz spunem c& functia f este strict crescitoare;

iv) xy,me € D,y < o = f (x1) > f(x2); In acest caz spunem ci functia f este strict descrescitoare.

Urmatoarele teoreme se refera la existenta limitelor laterale in cazul functiilor monotone pe un
interval.

3.2.22 Teorema. Fie a,b € RU{—o00,+00},a <b ¢i f:(a,b) — R o functie crescdtoare. Pentru
fiecare ¢ € (a,b) are loc:

i) Exista f(c—0),f(c+0) si f(c—0)eR, f(c+0) eR;

ii) flc=0)=sup{f(z)la<z<c},f(c+0)=inf{f(x)c<z<b}

iti) f(c—0) < f(c) < f(c+0);

w) Dacd a < ¢ < d<b atunci f(c+0) < f(d—0).

Demonstratie. Deoarece functia f este crescatoare, rezultd ca multimea { f (z)|a < z < ¢} este
majorata (spre exemplu de f(c)) si multimea { f (z)|c < < b} este minoratd (spre exemplu de f (c)).
Multimea { f (z)]a < z < ¢} fiind submultime nevidd a lui R, si majorata, rezulti ci admite supre-
mum (cel mai mic majorant) in R, o = sup{ f (z)|a <z < c} € R. Multimea { f (z)|c < 2 < b} fiind
submultime nevidd a lui R, gi minorata, rezultd ci admite infimum (cel mai mare minorant) in R,
B=inf{f(x)lc<z<b} €R. Areloc —co < a < f(c) < f < +o0.

Demonstram ca lim f (z) = a. Din @ = sup{ f (z)|a <z < c} rezulta ca f (z) < a,Vx € (a,c) si

xz<c

pentru orice € > 0 exista u € (a,c¢) cu proprietatea f (u) > «a —e. Tindnd cont si de monotonia functiei f
pentru fiecare z € (u,c) avem oo — e < f (u) < f(z) < @ < @ + ¢. Prin urmare pentru orice € > 0 exista
d (e) > 0 astfel incat

z € (a,0),|lr—cl<d(e)=|f(z)—al<e

si anume 0 (¢) = ¢ — u. Asadar lim f () = o
z<c
Cu un rationament asemanator obtinem lim f (x) = 3.
z>c

In acest moment avem demonstrate egalitatile
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fle=0)=sup{f(z)la<z<c}, f(c+0)=inf{f(2)]c <z <b}

si concluziile i), ii) ale teoremei. In continuare pe baza monotoniei functiei f rezultd inegalitatile din iii).

Pentru a demonstra iv) consideram z astfel incat ¢ < z < d. Rezultd ca f(c+0) < f(z) < f(d—0)
sideci f(c+0)< f(d—0).

In mod aseminitor se demonstreazi urmétoarea teoremé.

3.2.23 Teoremi. Fie a,b € RU {—00,+00},a < b si f: (a,b) — R o functie descrescatoare.
Pentru fiecare ¢ € (a,b) are loc:

i) Exista f(c—0),f(c+0) si f(c—0)eR, f(c+0) eR;

it) flc=0)=inf{f(z)la<z<c},f(c+0)=sup{f(x)c<xz<b}

iii) f(c—0) = f(c) = f(c+0);

w) Dacd a < ¢ < d<b atunci f(c+0)> f(d—0).

3.2.24. Observatie. i) Dacd a,b € R,a < b si functia f : [a,b) — R este monotona, atunci exista
fla+0).

ii) Dacd a,b € R,a < b i functia f : (a,b] — R este monotond, atunci exista f (b —0).

Urmatoarea teorema contine o tehnica frecvent utilizata la calculul limitelor de functii.

3.2.25 Teorema (Criteriul majorarii) Fie f,g: D C R — R doud functii, xog € RU {—00, 400} un
punct de acumulare pentru D si | € R. Daca

i) exista o vecinatate U a lui xo astfel incat |f (z) =1 < g(z),Ve e DNU\ {zo};

it) lim g (x) =0,

T—xQ
atunci lim f (z) = 1.
T—x0

Demonstratie. Fie (2,),~; un gir arbitrar de numere reale din DN U \ {zo}, cu nh_}rr;oxn = x¢. Pe

baza ipotezei i) rezultd |f (z,) — | < g (x,),Vn € N*. Din ii) lim g (z) = 0 si Definitia 3.2.1 (ii) rezulta
T—xT0
ca nlLIr;Og () = 0. Deducem ca sirul de numere reale (f (z,)),~; are limta [; nlLH;Of (z,,) = I. Utilizand
din nou Definitia 3.2.1 (ii) rezulta c& lim f(x) =1.
T—xg

3.2.26 Exemplu. Pentru f: R\ {0} — R, f (z) = tsinz, 29 = +00,l = 0 avem

Tz

1 1 1 1

) |f(x) =1 = 'sinxO‘ = “o|sinas <—-1=—,Vze(0,+0)
x x x x

ii) lim — =0

1
agadar lim —sinx = 0.

x—+oco
Urmatoarea teorema se refera la doua functii comparate pe o vecinatate a punctului zy printr-o
inegalitate.
3.2.27 Teorema (Trecerea la limitd intr-o inegalitate) Fie f,g : D C R — R doud functii si
29 € RU{—00,4+00} un punct de acumulare pentru D. Daca
1) functiile f si g au limitd in punctul o,
i) exista o vecindtate U a lui zo astfel incat f (z) < g(z),Yr € DNU\ {zo},
atunci lim f(z) < lim g (z).
T—To T—To
Demonstratie. Fie (x,),~; un sir de numere reale din DN U \ {zo} cu lim z, = z¢. Din ipoteza
= n—oo
i) si Definitia 3.2.1. (ii) a limitei functiei intr-un punct rezultd cd lim f(z,) = lim f(z), respectiv
n— oo T—T0
lim g (x,) = lim g (z). Conform ipotezei ii) are loc f (z,) < g(x,),Vn € N* de unde, cu privire la
n—oo T—x0
sirurile de numere reale (f ()),>1,(9(%n)),>; rezulta ca lim f(z,) < lim g (x,). Asadar
= = n— o0 n—oo
lim f(x) < lim g (x).
T—x

T—T0

3.2.28 Observatie. Atragem atentia asupra faptului ci din ipoteza i) si comparatia f (z) < g (),
Ve € DNU \ {zo}, nu rezult inegalitatea strictd lim f(x) < lim g (x).
r—xg r—xg

3.2.29 Exemplu. Fie f,g: R — R, f(x)
z € (=1,1)\ {0}, iar lim f (z) = limg (z) = 1.
z—0 r—0

1
T 1422 9(x) = 14+ 24 Avem f(r) < g(x) pentru orice
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3.3 Functii f: D C R — R continue intr-un punct

incepem cu definitia notiunii de continuitate a unei functii intr-un punct bazata pe notiunea de
vecinatate.

3.3.1 Definitie. Functia f : D C R — R se numeste continua in punctul zy € D daca pentru
fiecare vecinatate V a punctului f () exista o vecinitate U a punctului z cu proprietatea f (DNU) C
V, ceea ce revine la

reDNU = f(z)eV.

Daca functia f nu este continua in punctul zq, atunci spunem ca f este discontinua in x.

3.3.2 Observatie. Subliniem faptul ¢ notiunea de continuitate (respectiv discontinuitate) a functiei
f:D CR — R intr-un punct x( are sens numai pentru puncte zy care apartin multimii de definitie D a
functiei f.

Urmatoarea teorema ne ofera caracterizari ale functiilor continue intr-un punct.

3.3.3 Teorema. Fie functia f : D C R — R gi punctul zog € D. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) Functia f este continud in punctul xo;

(i) Pentru orice numdr real € >0 (oricdt de mic ar fi) exista un numdar real 0 (¢) > 0 astfel incdt

z €D, |z —wo| <d(e) = [f(z) = flzo)l <&

(tii) Pentru orice gir de numere reale (x,,),,~, format cu elemente din D, convergent catre xo, sirul
valorilor corespunzatoare (f (zy)),~, este convergent catre f ().

Demonstratie. Presupunem (i) functia f continud in punctul zo si demonstram (ii).

Fie € > 0 arbitrar. Consideram intervalul deschis V' = (f (z¢) — ¢, f (zo) + €) . Intervalul V fiind o
vecinatatea a punctului f (z¢) si functia f fiind continud in punctul zo, pe baza Definitiei 3.3.1. exista o
vecinatatea U a punctului z( astfel incat

reDNU = f(x)e

Deoarece U este o vecindtate a punctului xg, existd d () > 0 astfel ca (xg—0(g),z0+ () C U.
Daca |z —xo| < d(e) atunci rezultd —d(e) < x —x9g < d(e) = 20— d0(e) <z < a0+ () = z €
(xo—0(e),z0+0d(e)) =z e l.

Astfelz € D,z — 29| <d(e) =2z €D,xeU=2ecDNU = f(x) eV =(f(x0) —¢&, f(x0) +&) =
flxo) —e < fla) < f(wo) +e= —e < f(x) = (o) <e=|[f(z) - f(z)] <&

Asadar pentru € > 0 luat arbitrar, exista ¢ (¢) > 0 cu proprietatea ca
zeD,|x—xg| <d(e) = |f(x)— f(xo)| <€

si deci (ii) are loc.
Presupunem (ii) si demonstram (iii). Fie (z,),,~; un gir arbitrar de numere reale format cu elemente
din D, convergent citre xg. Fie € > 0 arbitrar. Conform (ii) existd § (¢) > 0 astfel incét

z €D, lr—wo| <d(e) = [f(x) = f (o) <e.

Deoarece sirul (z,,),,~, are limita zo, exista n. € N astfel ca |z,, — zo| < 0 (¢), Vn > n.. Pe baza implicatiei
precedente rezultd c& | f (z,) — f (z0)] < €,Vn > n., ceea ce Inseamna ca sirul (f (z,,)),~; este convergent
cdtre f (zo). Deci (iii) are loc. a

Demonstram ca (iii) implica (i). Rationim prin reducere la absurd. Consideram (iii) adevarata.
Presupunem ca (i) nu are loc, deci ca functia f nu este continua in punctul zy. Atunci existd o vecinitate
V' a punctului f (zp) cu proprietatea cd pentru orice vecinatate U a punctulul xg exista x € DNU cu

f(x)¢V. In particular, pentru fiecare n € N* intervalul U, ( o — =, %0 + ) fiind o vecinatate a lui

xo, existd x, € DNU, cu f(x,) ¢ V. Din z,, € (xo — %,xo + E) ,Vn € N* rezulta ca girul de numere
reale (x,,),~, este convergent citre xo, iar din f(z,) ¢ V,Vn € N* rezulta ca sirul de numere reale
(f (xn)),>, nu converge catre f(xo). Contradictie cu (iii). Presupunerea noastra duce la contradictie,
deci este incorectd; rezulta ca (i) are loc, adica functia f este continud in punctul z.

Urmatoarele doud teoreme se refera la doud cazuri particulare importante ale Definitiei 3.3.1.
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3.3.4 Teorema. Fie f: D CR — R o functie §i xg € D. Dacd xg este punct izolat al lui D, atunci
functia [ este continud in xg.

Demonstratie. Fie ¢ € D punct izolat al lui D. Inseamn3 ci existd o vecinitate W a punctului xg
astfel incat DNW = {zo}. Deducem ci pentru orice vecinitate V' a punctului f (z¢) existd o vecinitate
U a lui 2o, anume U = W, astfel incat f (D NU) CV, si deci, pe baza Definitiei 3.3.1, f este continua
in punctul zo. Am tinut cont de DNU = {zp} = f (DNU) = {f (x0)} si de incluziunea {f (z¢)} CV
care are loc deoarece V' este o vecinatate a lui f (zo) si deci f (zg) € V.

3.3.5 Exemplu. Fie dat (x,) un sir de numere reale. Inseamni ci avem definiti functia f : N —
R, f (n) = z,,,Vn € N. Consideram un element n € N. Deoarece n este punct izolat al multimii de definitie
N, functia f este continua in punctul n.

3.3.6 Teorema. Fie f: D CR — R o functie si xg € D. Daca xqg este punct de acumulare pentru
D, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(i) Functia [ este continud in punctul xg.

(ii) Ezistd limita lim f (z) ¢i lim f(x) = f (x0).

T—x T—x(

Demonstratie. Demonstrim ca (i) implicd (ii). Daci f este continud in zg, atunci conform
Definitiei 3.3.1, pentru orice vecindtate V alui f (x0) existd o vecinatate U a lui xq astfel incat f (DNU) C
V. Atunci f(DNU\ {zo}) C V are loc, ceea ce, pe baza Definitiei 3.2.1 (i), inseamna ca mlirg f(x) =

—Xo

f (o) .

Demonstram ca (ii) implica (i). Din lim f (z) = f (z0) si Definitia 3.2.1 (i) rezulta ca pentru orice

T—xo

vecindtate V a lui f (o) exista o vecinatate U a lui g astfel incat f (D NU \ {zo}) C V. Dar f (z9) € V
deoarece V este o vecindtate lui f (xo), si deci f(DNU) C V. Pe baza Definitiei 3.3.1 functia f este
continua in xq.

3.3.7 Observatie. Teoremele 3.3.4 si 3.3.6 arata ca functia f : D C R — R este continua in punctul
zo € D daca si numai daca are loc una din urmatoarele situatii

(i) Punctul &y € D este punct izolat al multimii D.

(ii) Punctul zg € D este punct de acumulare pentru multimea D si lim f (z) = f (xo).

T—To

Urmatoarele doua teoreme evidentiaza proprietati remarcabile ale functiilor continue intr-un punct.

3.3.8 Teorema. Daca functia f: D C R — R este continud in punctul zo € D gi dacd f (zg) # 0,
atunci existd o vecindtate U a punctului xo cu proprietatea cd pentru orice x € DNU walorile f (x) sunt
de acelagi semn cu valoarea f (zg).

Demonstratie. Din f (z¢) # 0 rezultd ci |f (zg)| > 0. Consideram intervalul

V= (f(fﬂo) _ ‘f(;()”,f(l‘o)-i- lf(;0)|>

Acesta fiind o vecindtatae a punctului f (zg), si deoarece functia f este continua in punctul xg, pe baza
Definitiei 3.3.1 deducem existenta unei vecinatati U a punctului zq astfel incat

P €UND = f(@) € (f(x) Ll 1 (ay) + Ligell)

Daca f (zo) < 0, atunci (f (z0) — f (§O)|  f (o) + f (2360)' C (—00,0) si deci pentru & € DNU rezultd
cd f(x) < 0. Dacd f(x0) > 0, atunci <f (o) — W,f(mo) + f(2x0)|> C (0,400) si deci pentru

x € DNU rezulta ca f (z) > 0.

3.3.9 Teorema. Dacad functia f: D C R — R este continud in punctul xg € D, atunci existd o
vecindatate U a punctului xog cu proprietatea cd f este marginita pe D N U.

Demonstratie. Consideram intervalul (f (xo) — 1, f (z0) + 1) . Acesta este o vecinatate a punctului
f (x0) . Deoarece functia f este continua in punctul zp, pe baza Definitiei 3.3.1 existd o vecindtate U a
punctului z( astfel incat

FDNU ) C(f(xo) =1, [ (x0) +1),
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de unde rezulta ca functia f este marginita pe D N U.
In continuare considerim notiuni de continuitate laterala.
3.3.10 Definitie. Fie f: D C R — R o functie.
i) Dacd zp € D este un punct de acumulare pentru multimea D N (—o0,zg) si lim f (z) = f (z0)

a—gy
z<lxq
atunci spunem ca functia f in punctul z( este continua la stanga.
ii) Daca xp € D este un punct de acumulare pentru multimea D N (zg, +00) si lim f(x) = f (x0)

T—x(0

>
atunci spunem ca functia f in punctul z( este continua la dreapta. ’

3.3.11 Teorema. Fie f: D CR — R o functie. Fie xg € D punct de acumulare pentru multimea
D N (—o0,x0) st pentru mulfimea D N (xg,+00) . Functia f este continud in punctul xo dacd i numai
daca lim f (x) = f(zo) = lim f(z).

T—x(0

z<xq z>xq

Demonstratie. Aplicam Teorema 3.3.6 de caracterizare a continuitatii functiei intr-un punct de
acumulare cu ajutorul limitei functiei si Teorema 3.2.20 care arata legatura dintre limita intr-un punct a
functiei si limitele laterale in acel punct ale functiei.

3.3.12 Observatie. Fie a,b € R, a < b si o functie f : [a,b] — R. In punctul g = a continuitatea
functiei f (in sensul Definitiei 3.3.1) revine la continuitatea la dreapta in punctul zyp = a a functiei f.
In punctul zy = b continuitatea functiei f (in sensul Definitiei 3.3.1) revine la continuitatea la stanga in
zo = b a functiei f.

Urmatoarele doua teoreme se refera la continuitatea intr-un punct a functiei sumé, produs, cat, a
modulului functiei, respectiv a functiei compuse. Teoremele arata ca proprietatea de continuitate intr-un
punct se transmite prin operatiile precizate.

3.3.13 Teorema.

i) Daca functiile f,g: D C R — R sunt continue in punctul xo € D, atunci functia sumd f + g este
continud in punctul xg.

i) Dacad functiile f,g: D C R — R sunt continue in punctul o € D, atunci functia produs f-g este
continud in punctul xg.

iii) Dacd ¢ € R si dacd functia f: D C R — R este continud in punctul xoy € D, atunci functia c- f
este continud in punctul xg.

iv) Daca functiile f,g : D C R — R sunt continue in punctul zo € D si dacd g (xzo) # 0, atunci

existd o vecinatate U a punctului xg cu proprietatea ca restrictia functiei cat = la DNU este continud
g

in punctul xg.

v) Dacd functia f : D C R — R este continud in punctul xo € D, atunci functia |f| este continud
in punctul xg.

Demonstratie. Daca z( este punct izolat al multimii D, atunci toate functiile mentionate sunt
continue in xy pe baza Teoremei 3.3.4.

Daca zy € D este punct de acumulare pentru multimea D, atunci utilizam Teorema 3.3.3 (iii) si
proprietatile girurilor de numere reale. Fie (2,),~, un gir arbitrar de numere reale din D convergent
catre zg. B

Din continuitatea functiilor f i g In punctul zy pe baza Teoremei 3.3.3 deducem ca girul de numere
reale (f (x5,)),~, este convergent catre f (zo) , respectiv sirul de numere reale (g (xy)),,~, este convergent
catre g (zp) .

i) Cum sirul de numere reale ((f + g) (z5)),,>; = (f (n) + 9 (25)), >, este convergent catre f (zo)+
g (z0) = (f + g) (wo) , pe baza Teoremei 3.3.3 functia f + g este continua in punctul z.

ii) Cum sirul de numere reale ((f-g) (zn)),,>; = (f (zn) - g(2n)),,»; este convergent catre f (zo) -
g(z0) = (f - g) (xo), pe baza Teoremei 3.3.3 functia f - g este continud in punctul .

iii) Din punctul ii), in cazul cand functia g este functia constanta g (x) = ¢,Va € D, obtinem iii).

iv) Daca functia g este continud in punctul zg € D si g (xg) # 0, utilizind Teorema 3.2.13 deducem
cd existd o vecinatate U a punctului zg cu proprietatea ca x € DNU = g(x) # 0 (de fapt g (x) are
semnul valorii g (z¢)).

Consideram functia cat = restrictionata la multimea D N U. Fie acum (z,),~, un sir arbitrar

de numere reale din D N U convergent catre xy. Deoarece functiile f si g sunt continue in punctul
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2o € DN U, pe baza Teoremei 3.3.3 girul de numere reale (f (x,)),~; este convergent catre f (xo), res-
pectiv girul de numere reale nenule (g (x,)),~; este convergent citre g (xo) . Rezultd c& sirul de numere

reale (f (fn)> = (f(xn)) este convergent catre fwo) _ f
) n>1 n>1

= (z9), agsadar pe baza Teoremei
g (xn) g(@o) g

3.3.3 functia i : D NU — R este continua in punctul zg.

v) Cum sirul de numere reale (|f|(zn)),>; = (|f (zn)]),>; este convergent catre |f (z)|, pe baza
Teoremei 3.3.3 functia |f| este continud in punctul . a

3.3.14 Teorema. Dacd functia f: D C R — R este continud in punctul xqg € D i dacd functia
g: f (D) — R este continud in punctul yo = f (x9), atunci functia compusd go f : D — R este continud
in punctul xg.

Demonstratie. Daca z( este punct izolat al multimii D, atunci pe baza Teoremei 3.3.4 functia go f
este continud in xy. Daca zg € D este punct de acumulare pentru D atunci utilizim Teorema 3.3.3. Fie
(n),>, un gir arbitrar de numere reale din D convergent catre xo. Deoarece functia f este continua in
punctul zg, pe baza Teoremei 3.3.3 deducem ca sirul (f (xy)),,~, este convergent catre f (zo). Deoarece
girul (yn),>; , unde y, = f (2,),Vn € N*, este format cu numere reale din multimea de definitie f (D) a
functiei g, si dupd cum s-a vazut acest sir este convergent citre f (zo) = yo € f (D), din continuitatea
functiei g in punctul yo, cu Teorema 3.3.3, deducem ca sirul (g (yn)),,~; este convergent catre g (yo) . Dar
9(yn) =9 (f (zn)) = (g0 f)(zn),Yn € N*sig(yo) = g (f (z0)) = (g0 f) (o) , decisirul (g o f) (zn)),>,
este convergent cétre (g o f) (xg) . Pe baza Teoremei 3.3.3 rezulta ca functia go f este continua in punctul
Zo.

3.4 Functii f: D C R — R continue pe o multime

3.4.1 Definitie. Spunem ca functia f : D C R — R este continua pe multimea nevida Dy C D,
daca functia f este continua in fiecare punct zg € Dy.

Daca f este continua pe multimea de definitie D, atunci spunem ca functia f este continua.

3.4.2 Exemplu. Fie (x,) un gir dat de numere reale. Functia f : N — R, f (n) = 2,,,Vn € N este
continua pe N.

Intr-adevir, fiecare n € N este punct izolat al multimii N, deci in fiecare punct n € N functia f este
continua. Am utilizat Teorema 3.3.4.

3.4.3 Teorema. Functiile c,|z|,z%, o®, log,x, sinx, cosz, tgr, ctgr, arcsinzx, arccosz, arctge,
arcctgr sunt continue pe mulfimea maxima de definitie.

Demonstratie. Se utilizeaza (iii) din Teorema 3.3.3 pentru fiecare functie in parte.

3.4.4 Teorema. Fie functiile f,g : I — R unde I C R este un interval. Consideram functiile
h,H:I — R, h=min{f,g},H = max{f,g}. Daca functiile f,g sunt continue pe I, atunci functiile
h, H sunt continue pe I.

Demonstratie. Utilizam exprimarile h = f+g9—1f—9| JH = FHg+lf- g|.
Functiile f, g fiind continue pe I, ele sunt continue in fiecare xg € I; aplicand Teorema 3.3.13, pentru
A o o frg—|f - fHgtlf—
fiecare xy € I In parte, rezulta ca functiile fgfw = h, respectiv fgfw = H sunt

continue in fiecare xg € I, i deci sunt continue pe 1.

3.4.5 Observatie. Pe baza teoremei precedente, prin inductie matematica, din continuitatea
functiilor fi, f2, ..., fn pe I se obtine continuitatea functillor A = min{fi, fo,..., fn},
H = max{f1, fa,.-., fn} pe I.

Urmatoarea teorema stabileste marginirea functiilor continue pe un interval inchis.

3.4.6 Teorema (Teorema lui Weierstrass) Daca functia f : [a,b] — R este continud pe [a,b], unde
a,b e R, a<b, atunci

i) functia [ este marginitd pe [a,b];

it) functia f isi atinge infimumul si supremumul pe [a,b], adica existd x. € [a,b] astfel incdt
f(xe) =inf { f (x)|x € [a,b]} si existd x* € [a,b] astfel incdt f(x*) =sup{ f(x)|x € [a,b]}.

Demonstratie. i) Vom rationa prin reducere la absurd. Consideram functia f continua pe multimea
[a,b] . Presupunem ca functia f nu este marginitd pe [a,b]. Atunci pentru orice interval (—n,n) C R,
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unde n € N*, existd z,, € [a,b] cu proprietatea ci f (x,) ¢ (—n,n). Din |f (z,)| > n,Vn € N* rezulta ci
sirul de numere reale (|f (zn)),,»; are limita +oc.

Deoarece elementele sirului (z,),,~, sunt numere reale din intervalul [a, b] , sirul (), , este marginit
si deci are un subsir (25, )~ convergent. Notdm cu zq limita acestui subsir. Din x,, € [a,b],Vk € N*
rezultd cd xg € [a,b]. Functia f fiind continud pe [a,b], ea este continud in fiecare punct al interval-
ului, deci si in punctul zo. Pe baza Teoremei 3.3.3 rezultd ca sirul de numere reale (f (xy,)),~; este
convergent citre f (zo). Prin urmare sirul valorilor absolute (|f (zn,)|),~, este convergent citre | f (zo)] .
Contradictie. Rezulta ca functia f este marginita pe [a,d].

ii) Consideram functia f continui pe [a,b]. Cu i) deducem ci f este marginita pe [a, b], deci exista
(¢,d) C R astfel incat f([a,b]) = {f(x)|z € [a,b]} C (c,d). Evident multimea { f ()| z € [a,b]} este
nevidd deoarece a < b. Multimea { f (z)| z € [a,b]} fiind submultime nevida gi marginita a lui R, are infi-
mum (cel mai mare minorant) si supremum (cel mai mic majorant) in R: exista
m=1inf{f (z)|z € [a,b]} € R i existd M =sup{ f (z)|z € [a,b]} € R.

Aratdm ci existd x, € [a,b] astfel incat f (r,.) = m. Rationdm prin reducere la absurd. Presupunem
cd nu existd z,. € [a,b] astfel incat f (z.) = m. Atunci, tindnd cont de proprietatea infimumului, are loc

f(xz) > m,Vz € [a,b]. Functia g : [a,b] — R, g(z) = f(x)%m

este continud pe [a, b], si utilizdnd i) rezultd ca g este marginita pe [a,d] . Prin urmare existd o > 0 astfel

este pozitiva, pe baza Teoremei 3.3.13

incat 0 < T —m < o,Vx € [a,b]. Deducem ca f(x) > m+ —,Vz € [a,b], inegalitate ce contrazice
xz)—m a

calitatea lui m = inf{ f (z)|z € [a,b]} de a fi cel mai mare minorant al multimii { f (z)|z € [a, b]} .
Rezultd ca existd . € [a,b] astfel ca f (z.) = m =inf{[f (z)|z € [a,b]}.
In mod asemanitor se arati cil existd z* € [a,b] cu proprietatea ci f (z*) = sup { f (z)| z € [a,b]} .
3.4.7 Observatie. In ipotezele teoremei elementul z., € [a,b] are proprietatea ci f (z.) < f (z),
pentru orice x € [a,b], iar z* € [a, b] are proprietatea c& f (z*) > f (x),Vx € [a,}].
Urmatoarea teoremd fundamenteazd o importantd metoda de aproximare a solutiilor ecuatiilor,
3.4.8 Teorema (Teorema lui Bolzano-Cauchy) Fie a,b € R, a < b ¢i f : [a,b] — R o functie
continud. Dacd f(a)- f(b) <0, atunci exista cel pulin un punct ¢ € (a,b) astfel incdt f (c) = 0.
Demonstratie. Numerele f (a), f (b) au semnele contrare. Construim sgirurile de numere reale
ay + bl

(an)ps1s(bn)ysy s (€n),sy astlel: a1 =a,by =bsic = la mijlocul intervalului [a;, b1]. Deoarece

f(a1) si f (b1) au semnele contrare, cel putin una din urméatoarele doud situatii are loc: f (a1)-f (¢1) <0,
f(c1) - f(b1) <0; dacd are loc prima, atunci definim as = a1, by = ¢, iar in caz contrar definim ag = ¢y,
az + by

by = by, dupa care consideram cy = la mijlocul intervalului [as, by] . Deoarece f (az)-f (b2) < 0,

cel putin una din urmé&toarele doud situatii are loc: f(as)-f (c2) < 0, f (c2)-f (b2) < 0; dacd are loc

prima, atunci definim a3 = as, b3 = ¢o, iar in caz contrar definim az = c¢o, b3 = by; dupa care consideram

az+b
c3 = a3+ % la mijlocul intervalului [as3, bs]. Continuam procedura tot la fel.

Sirurile (an),,~; » (bn), >, astfel definite au urmatoarele proprietati:

1) agan San-‘rl Sbn+1 S bn S bavnEN*

. b—a .

11) bn — Qp = F,Vn eN

iil) f(apn) - f(bn) <0,¥n € N*.

Aplicand Teorema lui Cantor rezultd ci cele doud siruri (an),>; ,(bn), >, sunt covergente cétre o

limitd comund pe care o notdm c. Tinand cont de i) rezultd ci ¢ € [a,b]. Functia f fiind continud pe
[a,b], este continud in punctul ¢, rezultd lim f (a,) = lim f (b,) = f (¢). Obtinem
n—oo

n—oo

lim (f (an) - f(bn)) = f?(c)
n—oo
si, pe baza iii), f2 (¢) < 0. De aici rezulti ca f (c) = 0. Dar ¢ # a i ¢ # b deoarece f (a)- f (b) < 0, asadar
c€ (a,b).
3.4.9 Observatie. In ipotezele teoremei ecuatia f (z) =0, x € (a,b) are cel putin o solutie.
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Daca intervalul (a,b) contine o singurd solutie a ecuatiei, g, aceasta se poate aproxima prin ¢; =
a+b

PP —a . . . o o
, eroarea comisa fiind |xg — ¢1| < —5 pentru a obtine o aproximare mai buna pentru z(, calculam

. . . . . . b—a .
¢ ca mai sus (In demonstratia teoremei), eroarea aproximarii zp = ¢ fiind |zg — 2| < 2—2; daca dorim o

aproximare gi mai buné pentru z, calculam c3 ca mai sus (in demonstratia teoremei), eroarea aproximarii
xo ~ c3 fiind |zg — c3| < b— a23; continuand in acelagi mod se poate ajunge la o aproximatie oricat de
buni, in sensul de eroare oricat de micd, a solutiei xo unica in intervalul (a,b) a ecuatiei considerate.
Metoda descrisa aici se numeste metodainjumatatirii intervalului.

Urmatoarea teorema pune in evidenta una dintre cele mai importante proprietati ale functiilor con-
tinue pe un interval.

3.4.10 Definitie. Fie f: D C R — R o functie si I C D un interval. Spunem ca functia f are
proprietatea lui Darboux pe intervalul I daca pentru orice z1,z2 € I, 1 < x2 §i orice numar y
cuprins strict intre valorile f (z1), f (x2) existd cel putin un punct ¢ € (z1,x2) astfel incit y = f (c).

3.4.11 Teorema (Teorema lui Bolzano-Darboux) Fie I C R un interval si f : I — R o functie.
Daca functia f este continud pe intervalul I, atunci functia f are proprietatea lui Darbouz pe I.

Demonstratie. Fie z1,22 € I,21 < z2 §i yo cuprins strict intre valorile f (1), f(z2). Atunci
(f (x1) —yo) - (f (x2) — yo) < 0. Definim functia g : I — R, g (z) = f () — yo. Inegalitatea precedentd se
scrie g (1) -g (z2) < 0. Din continuitatea functiei f si Teorema 3.3.13 rezultd ca functia g este continua
pe [a, b], deci si pe [x1,x2] . Pe baza teoremei lui Bolzano-Cauchy exista ¢ € (x1,x2) astfel incat g (¢) =0
adica astfel incat f (c) —yo = 0, deci f(c) = yo.

3.4.12 Observatie. Reciproca teoremei nu are loc. Exista functii care au proprietatea lui Darboux
pe un interval gi nu sunt continue pe acel interval.

3.4.13 Exemplu. Fie A € [-1,1]. Functia f: R —[-1,1],

1 <
fla) =4 S0 dacd € (—00,0) U (0,400)
A, daca x=0

are proprietatea lui Darboux pe R gi nu este continua pe R.

Urmaitoarea teorema ne ofera caracterizari pentru functii care au proprietatea lui Darboux pe un
interval.

3.4.14 Teorema. Fie f: D C R — R o functie si I C D un interval. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) Functia f are proprietatea lui Darbouz pe intervalul I.

(i) Oricare ar fi J C I un interval, multimea f (J) este interval.

(i11) Oricare ar fi a,b € I,a < b, multimea f([a,b]) este interval.

Demonstratie. Ardtdm cd (i) implica (ii). Presupunem ca f are proprietatea lui Darboux pe
I. Fie J C I un interval. Pentru a ardta ca f(J) este interval, consideram arbitrar y1,y2 € f(J) cu
11 < Y2, urmand ca despre fiecare y € (y1,y2) sd aratam cd y € f(J). Din y1,y2 € f(J) rezultd ca
existd x1, 29 € J cu f(x1) = y1, f (x2) = y2. Mai departe, pe baza proprietatii lui Darboux a functiei f
deducem ci exista ¢ situat strict intre xq, x5 astfel incat f (¢) = y; prin urmare y € f (J). Asadar f(J)
este interval.

Este evident ci afirmatia (ii) implica (iii).

Ardtdm ci (iii) implica (i). Presupunem c (iii) este adevarata si demonstram ca f are proprietatea lui
Darboux pe I. Fie z1, 22 € I, 21 < x2 $i un numér y cuprins strict intre valorile f (z1), f (z2) . Multimea
f ([x1,22]), pe baza afirmatiei (iii) fiind interval, rezultd cid y € f([x1,22]). Acest lucru inseamna ca
existd ¢ € [x1, 2] astfel incat f(c) = y. Cum y # f(x1),y # f (22) deducem ca ¢ # x1, ¢ # x4 si deci
¢ € (z1,2) . Prin urmare f are proprietatea lui Darboux pe I.

3.4.15 Teorema. Fie I C R un interval i f: I — R o functie continua. Atunci oricare ar fi un
interval J C I, multimea f (J) este interval.

Demonstratie. Pe baza teoremei lui Bolzano-Darboux functia continua f : I — R are proprietatea
lui Darboux pe I. Aplicind (ii) din teorema precedenta se obtine concluzia.

Urmatoarea teorema ne arata ca proprietatea lui Darboux se transmite prin operatia de compunere
a functiilor.



144 3. Functiif : D ¢ R — R continue

3.4.16 Teorema. Fie I,J C R intervale si f : I — R, g : J — R doud functii. Daca f are
proprietatea lui Darboux pe intervalul I, g are proprietatea lui Darbouz pe intervalul J gi f(I) C J,
atunci functia go f: I — R are proprietatea lui Darboux pe intervalul I.

Demonstratie. Ardatdm ci pentru orice interval I; C I multimea (g o f) (1) este interval. Atunci,
pe baza Teoremei 3.4.14, rezultd ca functia g o f : I— R are proprietatea lui Darboux pe intervalul
I. Fie I; C I un interval arbitrar. Deoarece f are proprietatea lui Darboux pe I, pe baza Teoremei
3.4.14, multimea f (I1) este interval. Evident f (Iy) C f(I). Avand f (I) C J deducem ca f(I) C J.
Deoarece functia g are proprietatea lui Darboux pe J, rezultd ca multimea g (f (I1)) este interval. Dar
g(f(I1))=(go f)(I1), deci multimea (go f) (I1) este interval.

In mod evident orice functie strict monotona este injectiva, insa nu toate functiile injective sunt strict
monotone. Urmatoarea teoreméa arata ca in cazul functiilor cu proprietatea lui Darboux pe un interval
injectivitatea functiei implica monotonia stricta a ei.

3.4.17 Teorema. Fie I C R un interval nedegenerat si f : I — R o functie cu proprietatea lui
Darboux pe I. Functia f este injectiva dacd si numai daca f este strict monotond.

Demonstratie. Daca functia f este strict monotona atunci in mod evident este injectiva.

Fie functia f cu proprietatea lui Darboux si injectiva. Sa aratam ca f este strict monotona. Rationam
prin reducere la absurd. Presupunem cd f nu este si strict monotona. Atunci existd zi,z9,x3 € I,
1 < Ty < w3 astfel incdt f (z1) < f(x2) > f(x3) sau f(x1) > f(22) < f(x3). Ne ocupdm de prima
situatie, a doua se discuta in mod aseméanator. Fie deci f (1) < f (z2) > f (x3). Comparatia intre f (1)
si f (z3) induce trei cazuri f (21) < f (z3), f(x3) < f (z1), respectiv f (z1) = f (x3) pe care le analizam
pe rand.

i) Daca f(z1) < f(x3) < f(x2) : cum f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I, exista
¢ € (x1,x2) astfel incat f (z3) = f(c). Insd ¢ < @y < x3, deci x5 # ¢, contradictie cu proprietatea de
injectivitate a functiei f.

ii) Daca f(x3) < f(x1) < f(z2) : cum f are proprietatea lui Darboux pe I, existd ¢ € (x2,23)
astfel incat f (z1) = f(c). Ins& @1 < x3 < ¢, deci @1 # ¢, contradictie cu proprietatea de injectivitate a
functiei f.

iii) f(z1) = f(zs) < f(m2) : egalitatea f(x1) = f(x3) unde x1 # x3 este in contradictie cu
proprietatea de injectivitate a functiei f.

Presupunerea noastra duce la contradictie, deci este incorecta. Asadar f este strict monotona.

3.4.18 Teorema. Fie I C R un interval nedegenerat si f : I — R o functie continud pe I. Functia
[ este injectiva daca si numai dacd f este strict monotond.

Demonstratie. Functia f este continua pe I. Rezulta ca f are proprietatea lui Darboux pe I,
agsadar este aplicabila teorema precedenta.

In continuare aritim ci prin operatia de inversare a functiilor se transmite proprietatea de continu-
itate pe interval. Vom avea nevoie de urmatoarea teorema care este chiar evidenta.

3.4.19 Teorema. O functie f : D C R — E C R bijectiva este strict crescatoare (strict
descrescdtoare) dacd si numai dacd functia inversa f~' : E — D este strict crescdtoare (strict de-
screscatoare).

3.4.20 Teorema. Fie I,J C R intervale. Fie f : I — J o functie continud si bijectiva. Atunci
functia inversa f~1:J — I este continud.

Demonstratie. Functia f fiind bijectiva, este injectiva. Fiind si continua, pe baza Teoremei 3.4.18
rezultd cd functia f este strict monotond. Consideram ci f este strict crescitoare (cazul f descrescatoare
se discutd in mod aseminitor). Pe baza Teoremei 3.4.19 si functia inversia f=! : J — I este strict
crescatoare.

Fie y € J arbitrar. Ardtim ci f~! este continud in y. Cum y € J este arbitrar, va rezulta ca f~!
este continud pe J. Fie V o vecindtate arbitrard a lui f=! (y); ardtim ci existd o vecinatate U a lui y cu
proprietatea f~1 (JNU) C V, ceea ce Inseamna ca f~! este continud in y. Consideram cazul cand y nu
este extremitate a intervalului J (cazul contrar se discut# in mod asemanitor). Atunci, cum f~! este strict
crescitoare, nici z = f~! (y) € I nu este extremitate a intervalului I. Prin urmare exista ¢ > 0 astfel incat
[t —e,x+e] CINV.Din x—e <z <xz+esifstrict crescitoare rezultd f(z —¢) < f(z) < f(x +¢),
de unde deducem ca intervalul (f (z —e), f (z +¢€)) este o vecindtate a numarului f (z) = y. Ardtam
cd f7Y((f(x—¢e),f(z+¢e)) CV, adicd pentru u € (f (x —¢), f (z +¢)) ardtim ci are loc f~1 (u) € V.
Deoarece f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I, din v € (f (x —¢), f (x 4+ ¢)) deducem c& exista



3.4 Functiif : D C R — R continue pe o multime 145

c€ (x—¢ex+e)cu f(c) = u de unde rezultda ca f~'(u) = ¢ € (x —¢,r+¢) C V. Asadar, pentru
vecinitatea V arbitrar luatd a lui f~! (y) existd o vecindtate U a lui y astfel incat f=*(JNU) C V, si
anume U = (f (x —e), f (x + ¢)) intervalul determinat mai sus.

3.4.21 Exemplu. Functia f:[0,1] — [1,3], f (z) = 2° + x + 1 este continui si bijectivd. Aplicand
teorema precedentd rezulta ci inversa lui f, functia f=' : [1,3] — [0, 1] este continua.

Punctele de discontinuitate in cazul functiilor f: D C R — R le clasificam in doua categorii.

3.4.22 Definitie. Fie f: D C R — R o functie si 29 € D un punct de discontinuitate a functiei f.

i) Spunem ca punctul de discontinuitate z( al functiei f are speta intai, daca in punctul z( functia
f are limite laterale finite.

ii) Spunem ca punctul de discontinuitate xo al functiei f are speta a doua, dacd punctul de
discontinuitate nu are speta intai.

Urmatoarele doua teoreme se refera la punctele de discontinuitate ale functiilor monotone.

3.4.23 Teorema. Fie I C R un interval deschis si f : I — R o functie monotona pe I. Atunci
punctele de discontinuitate ale functier f sunt de speta intdi.

Demonstratie. Pe baza Teoremelor 3.2.22, 3.2.23 de existenta a limitelor laterale in cazul functiilor
monotone, in fiecare punct xg € I functia monotona f are limite laterale finite. Rezulta ca orice punct
de discontinuitate a functiei f are speta intai.

3.4.24 Teorema. Fie I C R un interval si f: I — R o functie monotond pe I. Atunci multimea
punctelor de discontinuitate a functiei f este o mulfime cel mult numarabila.

Demonstratie. Presupunem ca functia f este crescatoare pe I. Pentru f descrescatoare pe I se
va rationa intr-un mod asemanator. Deoarece f este monotona, in fiecare xg € I functia f are limite
laterale finite.

Notam cu A multimea punctelor de discontinuitate a functiei f diferite de cele doua extremitati

ale intervalului I. Evident A C I. Consideram doua puncte de discontinuitate x1,x9 € A, xz1 < x2. Fie

c= # Din

flri+0)=inf{f@)|rel,z>z1} < f(c) <sup{f(x)|lze€l,z <z} = f(x2—0)

rezultd ca (f (z1 —0), f(x1 +0)) N (f (z2 —0), f (z2+0)) = 0.

Asgadar functia ¢ : A — Q, care atageaza fiecarui punct £ € A un punct rational din intervalul
(f(x—=0),f(x+0)), este o functie injectivd. Multimea Q fiind numarabild, deducem ca multimea A
este cel mult numarabila.

In continuare studiem punctele de discontinuitate ale functiilor cu proprietatea lui Darboux.

3.4.25 Teorema. Fie I C R un interval i f : I — R o functie. Daca f are in intervalul I cel
putin un punct de discontinuitate de speta intdi, atunci f nu are proprietatea lui Darbouz pe I.

Demonstratie. Fie xy € I un punct de discontinuitate de speta intai pentru f. Inseamni ci exista
limitele laterale f (zg — 0) € R, f (xg + 0) € R. Deoarece f este discontinud in punctul zg, cel putin una
dintre limitele laterale f (2o —0), f (zo + 0) este diferiti de f (xo). Considerim f (zg —0) # f (x0). In
cazul f (xo+0) # f(x0) se poate rationa in mod asemanator. Notam |f (z¢) — f (xo — 0)| = d. Are loc
d > 0. Considerdm intervalul V = (f (zo — 0) — 4, f (zo — 0) + %) . Cum intervalul V este vecinitate a
numarului f (zg — 0), pe baza definitiei limitei la stdnga in punctul x existd o vecindtate U a lui zy cu
proprietatea cad f (I N (—oo0,z9) NU) C V. Cum U este vecindtate pentru xg, existd ¢ > 0 astfel Incat
(xo —e,xg+¢) C U. Fixim 1 € I N (—00,20) N (g — ,20 + ) . Atunci [z1,20) C I N (—00,z9) N U,

deci f ([x1,20)) C V. Fiey = f(x070)+f(xo); evident y ¢ V = (f(zo —-0)— %,f(xofO)Jr%) siy

este situat strict intre f (z1) si f (xo). ]2)in f(x1,20)) CV siy ¢V rezulta ca nu exista ¢ € (z1,x0) cu
proprietatea f(c) =y si din acest motiv f nu are proprietatea lui Darboux pe I.

3.4.26 Teorema. Punctele de discontinuitate ale unei functii cu proprietatea lui Darboux au speta
a doua.

Demonstratie. Concluzia teoremei decurge direct din teorema precedenta.

Urmatoarea teorema da o caracterizare a functiilor continue pe o multime.

3.4.27 Teorema. Functia f: D C R — R este continud pe multimea nevida Dy C D daca si numas
daca pentru orice x € Dy gi € > 0 existd 6 (x,€) > 0 astfel incdt pentru orice uw € Do cu |x —u| < § (x,¢€)
sa avem |f (z) — f (u)] < e.
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Demonstratie. Conform Definitiei 3.4.1 functia f este continud pe multimea Dy daca si numai
dacd ea este continud in fiecare punct x € Dy. AplicAnd pentru fiecare x € Dy afirmatia (ii) din Teorema
3.3.3 de caracterizare a functiilor continue intr-un punct obtinem ca f este continua in fiecare x € Dy,
dacd si numai dacd pentru fiecare € Dq si fiecare ¢ > 0 exista § (z,e) > 0 astfel incat u € Dy,
2 —ul < 8 (2,¢) = |f (@) — f (u)] <.

In cele ce urmeaza consideram o notiune speciald de continuitate, cea de continuitate uniforma a
functiei pe o multime.

3.4.28 Definitie. Spunem ca functia f : D C R — R este uniform continua pe multimea nevida
Dy C D daca pentru orice € > 0 exista 0 (¢) > 0 astfel incét

z,u € Do, |z —u| <d(e) = |f(x)— fu)| <e.

Daca f este uniform continud pe multimea de definitie D, atunci spunem céa functia f este uniform
continua.

3.4.29 Observatie. Cele doua notiuni, cea de continuitate pe multimea Dy, si respectiv uniform
continuitatea pe Dy, diferd la ordinea cuantificatorilor logici (”exista”,”oricare”) si implicit prin rolul
numarului ¢ care in cazul continuitatii uniforme nu depinde de x € Dy.

3.4.30 Teorema. Daca functia f: D C R — R este uniform continud pe mulfimea nevidd Dy C D,
atunci f este continud pe mulfimea Dy.

Demonstratie. Pe baza definitiei continuitatii uniforme a functiei f pe multimea Dy pentru orice
€ > 0 existd d (¢) > 0 astfel incat pentru fiecare z,u € Dy cu | — u| < d (g) sd avem |f (x) — f (u)] < e.
Prin urmare, pentru € Dy si € > 0 arbitrare existd ¢ (x,€) > 0 cu proprietatea cid u € Dy, |z — u| <
0 (x,€) implicd |f (z) — f (u)| < e, si anume § (x,€) = § (). Pe baza Teoremei 3.4.27 de caracterizare a
functiilor continue pe o multime rezulta ca f este continua pe Dy.

3.4.31 Observatie. Reciproca teoremei nu are loc. Exista functii continue pe un interval care nu
sunt uniform continue pe acel interval.

3.4.32 Exemplu. Functia f : R— R, f(x) = 22 este continud pe R. Aritdm ci functia f nu
este uniform continua pe R. Presupunem ca f este uniform continud pe R. Atunci, pe baza definitiei
continuitatii uniforme, pentru ¢ = 1 exista d > 0 cu proprietatea c& pentru orice z,u € R cu |z — u| < §
rezultd |f () — f (u)] < 1. Ludnd x = % §iu:§+g are loc | —u| = g < 6, dar

2

@)~ fal =1+ >,

deci |f () — f (u)] < 1 nu are loc. Agadar f nu este uniform continud pe R.
Urmétoarea teoremd aratd ci pe un interval inchis [a, b] C R continuitatea functiilor este uniforma.
3.4.33 Teorema. Fie a,b e R, a <b i f:]a,b] = R o functie. Dacd f este continud pe [a,b],
atunci f este uniform continud pe [a,b].

Demonstratie. Rationdm prin reducere la absurd. Fie f : [a,b] — R o functie continui pe [a, b] .
Presupunem cé functia f nu este uniform continua pe [a, b] . Atunci existd e > 0 cu proprietatea ci pentru
|z —ul <4
If (@) = f(w)]=e.
|y, — up| < =

n
termenii in intervalul [a, b] . Asadar girul de numere reale (x,), -, este marginit. Rezulta ca are un subsgir
(@n, ) p> convergent. Notam cu xq limita acestui subsir. Din z,, € [a,b],Vk € N* rezulta ca xo € [a,b].
Functia f fiind continua pe [a, b], ea este continua in fiecare punct al intervalului, deci si in punctul z.

fiecare § > 0 existd x,u € [a,b] astfel incat { In particular, pentru fiecare n € N*,

1
considerand § = —, existd x,, u, € [a,b] cu proprietatea { Sirul (z,),~, are toti
n >

Din |z, — upn, | < —,Vk € N* rezultd lim (2, —un,) =0 i
N k— o0
lm uy,, = lUm (z,, — (Tn, — Un,,)) = 2o — 0 = 2.
k—oo k— o0

Pe baza continuitatii functiei f in punctul o avem klim f(xn,)=f(x0)si klim f(un,) = f (zo) . Rezulta
cd klim (f (zn,) — f (upn,)) =0, in contradictie cu |f (z,,) — f (un)| > €,V n € N*. Presupunerea noastra

duce la contradictie, deci este incorectd. Rezultd ca functia f este uniform continua pe [a,d].
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3.4.34 Exemplu. Am vizut in Exemplul 3.4.32 c& functia f : R — R, f () = 22, continui pe R,
nu este uniform continud pe R. Consideram acum restrictia functiei f la intervalul [0, 1],

g:[0,1] - R, g(z) = 22

Conform teoremei precedente functia ¢ este uniform continud pe [0,1] .



Capitolul 4

Functii f : D C R — R derivabile

4.1 Derivata functiei intr-un punct. Derivabilitatea functiei intr-
un punct

Utilitatea practica a raportarii variatiei functiei f intr-un punct zg, f (z) — f (x0), la variatia lui z,
T — xg, conduce la urméatoarea definitie.
4.1.1. Definitie. Fie functia f : D C R — R si fie zyp € D un punct de acumulare pentru D.

x)— f(z
Spunem ca functia f are derivatd in punctul zy daca exista limita lim M pe care o
T—T0 xr — Xo

d,
notdm f' (zp) sau qa (o) si o numim derivata in punctul z; a functiei f.
x

Spunem ca functia f este derivabila in punctul z; daca exista

§ (o) = lim L =0y e m

T—To r — X

4.1.2. Exemplu. i) Fie f : R > R, f(z) = Jx.
Pentru zo € R\ {0} :

Feo) = tim L@ =S @) o VST (Ve = ) (%72+ YT+ \/@>
S T—xo T — Xo e (x —x0) (\3/3?4' NEETRRY (580)2>
1

. T — o o _ 1
lim = lim = eR,
T—To (SE B IO) ( 3/172 + 3/?170 + 3/(560)2) T—To 3/;2 43 T’l‘o + 3/(1’0)2 3. 3/(.%‘0)2

deci functia f este derivabila in punctul zy € R\ {0} .

3
Pentru zg = 0 avem f' (0) = limM = limﬁ = lim
z—0 r—0 z—0 X z—0 \3/17
este derivabila in punctul zy = 0.
ii) Fie f: R - R, f(z) =sinz.
Pentru fiecare 2o € R avem

= 400 ¢ R, deci functia f nu

94 xr — Xo T+ xo
; : sin cos
o @)= f(xo . sinx — sinzg .
f' (o) = lim f@) = f (@) = lim ——— = lim 2 2
T—To r — X T—To r — X T—xg Tr — X
. T — X0
in
. S 9 x* + X xo + Zg
= lim cos =1-cos ——— = cosxg.
x—xg L — X0 2 2
2

Din f/ (z9) = coszy € R rezultd cd f este derivabild in .

148
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iii) Fie f : R - R, f(x) = cosz.
Pentru fiecare 2o € R avem

rT+x9 . T— X

—2sin sin
. f(x)— f(xg . COST — COS I .
f (z0) = lim M = lim ———— = lim 2 2
T—T0 T — To T—T0 Tr — o T—T0 T — To
. T — X
in "0
. S 9 . T+ X . Xo+ xp .
= lim (-1) sin = —1-sin ——— = —sin .
T—T( T — o 2 2
2
Din ' (xzg) = —sinzg € R rezulta ci f este derivabila in z.
0 0 0

iv) Fie f: (0,400) = R, f(z) =Iln=z.
Pentru fiecare xy € (0, +00) avem

— Inz—1
flag) = lim1@=S@) o me-lee <ln x)
T—Ig r — X T—xg T — X9 T—=To X — X i)
1
= lim In (x) P70 —pe®o = —,
T—To To ZTo
deoarece
1
; 1 A i) -
lim <x>x‘”30 — lim (1+ ($—1>)$_x0 ~ lim <1+W’)””_9“0 = 0.
z—xo \ T T—To xo T—To o

1
Din f’ (z9) = — € R rezulta cd f este derivabild in z¢ € (0,400).
To
v) Fie f: R - R, f(z) = 2", unde n € N*.
Pentru fiecare 2o € R avem
T—x0 Tr — X rT—ro T — X0

(z = o) (271 + 2" 20 + 279 (o) + .. + @ (w0)" 7 + (w0)" )

= lim
T—Io Tr — X
= lim (x"_l + 2" 2w 4+ 2" 3 (20)® + .+ (20)" 2+ (xo)”ﬂ)
)
= (20)" "+ ()" T+ (o)
n—1
= n(xy)" .

Din f/ (zo) = n (z0)" " € R rezulti c& f este derivabild in .

Notiunea de derivata intr-un punct a unei functii f : D C R — R se considerd numai in acele puncte
g € D care sunt puncte de acumulare pentru D. Intr-un punct izolat al multimii D nu se pune problema

existentei derivatei a unei functii f: D C R — R.

Notiunile de derivata intr-un punct zg a functiei f, cea de limita in xq a functiei f, cat i cea de
continuitate/discontinuitate in xg a functiei f au un caracter local, in sensul ca pentru studiul acestor
notiuni punctele unde trebuie si cunoagtem valorile functiei f se incadreaza intr-o vecinatate a lui zg.

Urmatoarea teorema evidentiaza legatura dintre derivabilitatea functiei intr-un punct si continuitatea

ei In acelagi punct.

4.1.3. Teorema. Fie D C R si g € D un punct de acumulare pentru D. Daca functia f : D — R

este derivabild in punctul xqg, atunci functia f este continud in punctul xg.
Demonstratie. Pentru fiecare 2 € D \ {z(} are loc
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f(@) = f (o)

Tr — X9

f(x) = (x —z0) + f (w0)-

Pe baza acestei identitati calculdm lim f (x) . Deoarece functia f este derivabild in punctul 2y avem

lim f@) = /(o) = f"(x0) € R si deoarece lim (z — xp) = 0 obtinem lim f(x)= [ (x0) 0+ f (z0),

T—Ig Tr — X9 T—To
deci lim f(z) = f (x0). Ultima egalitate arata ca functia f este continud in punctul z.

r—TQ

4.1.4. Observatie. Din existenta derivatei functiei f in punctul x¢ nu rezulta continuitatea functiei
in xg.

4.1.5. Exemplu. Pentru functia

. | ¥z, dacd 2 <0
f.IR—WRyf(x)_{ Yxr+1, daci x>0

—f(0
avem f/(0) = lir%f (z) g( ) = lir% /(@) = +00, deoarece ambele limite laterale
xr— €r — xr— €T
3
limf(gc)—lmﬁzhm3 = +00,
i ¥ i T LV
J 1 1 1
i L@ i VERL ( _ +) = o0
o ¥ o 7 oo \Var T

sunt egale cu +oo. Functia f are derivata in punctul xg = 0 gi nu este derivabila in acest punct deoarece
f"(0) ¢ R. Din lim f (x) =0+# lim f (x) =1 rezultd cd functia f nu este continua in zo = 0.
x<0 x>0

4.1.6. Observatie. Reciproca Teoremei 4.1.3 nu are loc. Este posibil ca o functie f : D C R — R
sa fie continua Intr-un punct xg si sa nu fie derivabild in acest punct.

4.1.7. Exemplu. Functia f : R — R, f(z) = |z| este continud in £y = 0 i nu este derivabila in
o = 0.

Daca o functie f : D C R — R nu este continua in punctul xg € D care este punct de acumulare
pentru D, atunci, pe baza teoremei de Inainte, functia f nu este derivabila in acest punct. Conditia de
continuitate in zg a functiei este o conditie necesara derivabilitatii functiei in punctul zg.

Notiunile de limita la stanga respectiv la dreapta intr-un punct a unei functii ne conduc la notiuni
de derivata laterala.

4.1.8. Definitie. Fie functia f: D C R — R.

i) Fie g € D, z punct de acumulare pentru multimea D N (—o0, z0).

Spunem ca functia f are in punctul xy derivata la stanga, daca exista limita

i 4(2) = 1 (w0)
o e

pe care o notdm f! (zg) si o numim derivata la stanga in punctul z( a functiei f.
Spunem ca functia f este derivabila la stanga in punctul z( daca exista

£ 0) — tim £@ =1 20

J‘<18 € x()

§i f; (xo) eR.
ii) Fie zy € D, x¢ punct de acumulare pentru multimea D N (zg, +00).
Spunem ca functia f are in punctul z(; derivata la dreapta, daca exista limita

i 4 (2) = 1 (w0)
i @

pe care o notam [/ (zo) si o numim derivata la dreapta in punctul z; a functiei f.
Spunem ca functia f este derivabila la dreapta in punctul z( daca exista
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) — 1im L0 =L 0)

T _
e>ag T —To

si fy (zo) € R

Derivatele f! (zo) si f (zo) se numesc derivate laterale ale functiei f in punctul z.

4.1.9. Observatie. Fie a,b € Rja < bsi f : [a,b] — R o functie. Derivabilitatea in punctul
a a functiei f in sensul Definitiei 4.1.1 revine la derivabilitatea la dreapta in punctul a a functiei f.
Derivabilitatea in punctul b a functiei f in sensul Definitiei 4.1.1 revine la derivabilitatea la stanga in
punctul b a functiei f.

Urmatoarea teorema arata legatura dintre derivata functiei intr-un punct si derivatele laterale ale ei
in acelagi punct.

4.1.10. Teorema. Fie D C R o multime nevidd si f: D — R o functie. Fie xg € D un punct de
acumulare atdt pentru mulfimea D N (—o00,xg) cdt si pentru mulfimea D N (zq, +00).

1) Dacd functia f are derivatd in punctul o, atunci ea are derivatd la stinga in xo, are derivatd la
dreapta in xo si fl (xo) = fi(x0) = ' (z0).

it) Dacd functia f are derivatd la stinga in xo, are derivatd la dreapta in xo si fl(xo) = f} (z0),
atunci functia f are derivatd in punctul xo si f' (xo) = fl (x0) = £} (z0) .

Demonstratie. Se utilizeaza Teorema 3.2.20 care arata legatura dintre limita functiei intr-un punct
si limitele laterale ale functiei in acelasi punct.

Urmatoarea teorema arata legaturea dintre derivabilitatea laterald intr-un punct a unei functii si
continuitatea laterala in acelagi punct a functiei.

4.1.11. Teorema. Fie functia f: D CR — R ¢i fie zg € D.

1) Dacd xg este un punct de acumulare pentru mulfimea D N (—o0,xg) si funclia f este derivabild
la stanga in punctul xo, atunci functia f este continud la stanga in punctul zq.

ii) Dacd xq este un punct de acumulare pentru multimea D N (g, +00) $i functia f este derivabila
la dreapta in punctul xg, atunci functia f este continud la dreapta in punctul xg.

Demonstratie. i) Pentru fiecare x € D\ {zo} are loc

f(z) = [ (2o
fay=TOT@) ()4 )
Tr — X
Pe baza acestei identitati calculam xllrg}o f (x) . Deoarece functia f este derivabila la stanga in punctul
<z
zo avem  lim f@) = J (o) = fl (z0) € R si deoarece lim (x — x0) = 0 obtinem
x<xzQ xz<xQ

lim f(x) = fl(x0) -0+ f(z0),

r—xq
zlzQ

agadar xllrgo f(z) = f (z0), egalitate care ne spune ca functia f este continua la stdnga in punctul .
z<zq

ii) Pe baza aceleiagi identitati calculam llirgo f (z) . Deoarece functia f este derivabila la dreapta in
x>x(
punctul 2y avem limo f@) = f (o) = fl (zo) € R si deoarece hmo (x — 29) = 0 obtinem
P T — X0 P
z>z( xz>wx(
Jim /() = £} (x0) - 0+ f (x0).
x>x()

asadar llLrg)ﬂ f(x) = f (z0), egalitate care ne spune ca functia f este continud la dreapta in punctul xg.
xz>xQ
4.1.12. Observatie. Este posibil ca o functie f : D C R — R sa fie continua la stanga intr-un
punct si sa nu fie derivabila la stanga in acel punct. Este posibil ca o functie sa fie continué la dreapta
intr-un punct si sa nu fie derivabila la dreapta in acel punct.
4.1.13. Exemplu. Functia

1 y
FIROR, f(z) =4 TS0 daci = € (—o0,0) U (0, +00)
0, dacax =0
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este continua la stanga in punctul zg = 0 i nu este derivabila la stanga in x¢ = 0.

Interpretarea geometricd a derivatei f' (x)

Fie I C R un interval nedegenerat, xg € I un punct interior intervalului si f : I — R o functie care
are derivata in xg.

Consideram multimea G = {(z, f (z))|« € I} numitd graficul functiei f. Multimea G poate fi
reprezentatd Intr-un sistem cartezian de coordonate xOy prin multimea punctelor (z,y) de abscisa z si
ordonata y = f (x), unde x parcurge multimea I. Consideram punctele My(zo, f (z0)) s M (z, f (z)) ale
graficului G. Unghiul « dintre dreapta MM si axa Ox are panta (coeficientul unghiular)

f (@) — f(20)

tga = L=
r — X

Deoarece f are derivata in punctul xg, exista

i £ @) = £ (@0)

T— T xr — Xo

= f"(z0).

Rezulta ca pozitia dreptei My M tinde catre o pozitie limita MyT atunci cand x tinde la zy. Dreapta MyT,
adica dreapta care trece prin punctul My(zo, f (x0)) si care are panta (coeficientul unghiular) f’ (xg), se
numeste dreapta tangenta in punctul My(xo, f (z¢)) la graficul functiei f.

Daci functia f este derivabild in punctul zp, atunci f’(zp) € R gi prin urmare ecuatia dreptei
tangente In punctul My(xg, f (z0)) la graficul functiei f se scrie cunoscand un punct al dreptei (xg, f (z0))
si panta dreptei egald cu f' (z9):

y— fzo) = f"(wo) - (x — o) .
Daca f' (x9) = —oo sau f’ (z¢) = 400 atunci din tga = —o0, respectiv tga = +00 obtinem o = —g sau

a= g si rezulta c& dreapta tangentd in punctul Mo(zo, f (z9)) la graficul functiei f este paralela cu axa
Oy; agadar ecuatia ei este x = xg.

Daca in punctul zg o functie f are derivata laterala la stanga atunci semidreapta care trece prin
punctul My(zg, f (x0)), are panta (coeficientul unghiular) f! (z¢), si este formatd din puncte de abscisa
x < xp, se numeste semidreapta tangenta la stanga in punctul My (zo, f (xo)) graficului functiei f. Prin
analogie se definegte notiunea de semidreaptd tangenta la dreapta in punctul My(zo, f (x0)) graficului
functiei f in cazul cand o functie f are derivata laterald la dreapta in punctul xg.

Daca o functie f : I — R are derivata in punctul zy € I care este un punct interior intervalului,
atunci cele doud semidrepte tangente in punctul My(xo, f (z¢)) la graficul functiei f sunt in prelungire.

Distingem doua tipuri de puncte in care functia f este continua si are derivate laterale, fara sa fie
derivabila.

4.1.14. Definitie. Fie I C R un interval nedegenerat, ro € I un punct interior intervalului si
f : I — R o functie care este continua in xg, are derivate laterale in zg, dar derivatele laterale sunt
diferite adica f. (zo) # f} (o).

i) Daca f! (zo) € R sau f} (z¢) € R atunci punctul My(zo, f (xo)) se numeste punct unghiular al
graficului functiei f.

ii) Daca f] (zo) = —oo i f}j (x9) = +oo sau invers, atunci punctul My(zo, f (x)) se numeste punct
de intoarcere al graficului functiei f.

4.1.15. Exemplu. i) Functia f: R — R, f (z) = |sinx]| este continud in xy = 0,

fh(0) = hmw = hmw — lim M ¢ R,
@—0 x—0 z—0 T z—0 x
<0 <0 <0
f4500) = 1imM — hmw — lim ™M cR.

x—0 €T — 0 r—0 xX x—0 €T
x>0 x>0 x>0
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Obtinem f! (0) # £/ (0), asadar (0, f (0)) = (0,0) este punct unghiular al graficului functiei f.
ii) Functia f : R — R, f (z) = V22 este continui in z = 0,

_ 32 _
f1(0) = lim f@) =) _ lim 0_ lirr13L = —00,
=z =0 T ooV
don e f@) = f0) L Va2-0 _
fa(0) = i === = li; —— = lim == = +oc,
x>0 x>0 x>0

asadar (0, f (0)) = (0,0) este punct de intoarcere al graficului functiei f.

iii) Functia f: R = R, f (z) = { jéd(?;:;fe([_ooig) este continua in 2o = 0,

7 0)  an f @O a0

o = lim =liml=1€cR,
z—0 xr — O x—0 x xz—0
<0 x<0 x<0
—f(0 -0 1
f('i(O):hmf@C) il ):Hm\[ = lim — = +oo0,
x—0 €T — x—0 €T xz—0 X
x>0 x>0 x>0

agadar (0, f (0)) = (0,0) este punct unghiular al graficului functiei f.

Operatii cu functii derivabile intr-un punct

Urmatoarele doua teoreme se refera la derivabilitatea intr-un punct a functiei suma, produs, cat,
respectiv a functiei compuse.

4.1.16. Teorema. Fie D C R gi 9 € D un punct de acumulare pentru mulfimea D.

1) Daca functiile f,g: D — R sunt derivabile in punctul x, atunci functia suma f+g este derivabild
in punctul xo $i are loc (f +g)' (zo) = f' (x0) + ¢’ (zg) .

i11) Daca functiile f,g : D — R sunt derivabile in punctul zq, atunci functia produs f-g este derivabild
in punctul xo $i are loc (f - g)' (xo) = [’ (x0) - g (x0) + f (x0) - ¢’ (x0) .

111) Daca functia f : D — R este derivabild in punctul xo, atunci functia c - f, unde ¢ € R, este
derivabild in punctul xo $i are loc (c- f) (x0) = c- f' (x0).

i) Dacd functiile f,g : D — R sunt derivabile in punctul xq si g’ (x0) # 0, atunci functia cdt S

este deriwabila in punctul xo st are loc <f) (x0) = f'(@0)g(x0) = f (2960)9’ (aco)-
9 (' (z0))

Demonstratie. Cum cele doua functii f si g sunt derivabile in punctul xg, avem

lim f@) = flwo) I (x0) € R, respectiv lim 9@ =9(wo) _ g (zo) €R.
T—T0 Tr — X T—T0 r — X
i) Pentru orice z € D \ {zo} are loc (f+9) (wi : (mf +9)(x0) _ f (92 :i(%) 49 (52 :Z(%) si
deducem 0 ’ ’
G = i YR _ oy (10T, 5) 5o
T—To T — X9 T—To T — X9 T — X9

= ['(20) + 4 (z0) ER.
ii) Pentru orice € D\ {xo} are loc

(f-9) (&) = (-9) (x0) _ f(x)— f (a0)

9@+ £ (a) - L9 00),
xr — Xo T — Xo T — o

i
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tinem cont ca derivabilitatea functiei g in punctul xg implica proprietatea de continuitate in zy a functiei
g, deci are loc lim g (z) = g (z9) € R si deducem
Tr—xo

(f-9) (xo) = lim =

T—To Tr — X T—To
= f'(x0)-g(x0) + f(x0) - ' (x0) € R.

iii) Din punctul ii), in cazul cand functia g este constanta g (z) = ¢, pentru orice € D, rezulta
g (o) = ¢, g’ (x0) = 0, si obtinem (f - ¢)’ (zo) = f' (z0) e+ f(x0) -0 =c f' (x0) € R.

iv) Am vizut la demonstrarea partii ii) ca functia g este continud in xg; cum g (o) # 0, utilizind
Teorema 3.3.8 rezultd existenta unei vecindtate U a punctului xg astfel ca x € DNU = g (z) # 0. Pentru
orice x € DNU \ {zo} are loc

oD@ gy, (LEZI0) ) g 21 =0(a0)

Tr — X Tr — X

= (z) = = (x0)
g g _ 1 f@) = f@o) o ey 9@ —g(@0)
T —Xo _g(x)g(xo)[ T — Zo 9(@0) = f (wo) T — X0 }
si deducem
% L i R T T g(x) — g (o)
(g) (o) = xlglgo T — g :xlgfclog(x)g(xo)[ T — g 19 (70) = f (20) T — g }

= P ) g(@) @) d (@) € R
(9’ (%0))>

4.1.17. Exemplu. Utilizdm iv) pentru a calcula (tg)’ (o) si (ctg)’ (xo).
i) Pentru zy € R\ { (2k+1) g‘ ke Z} avem

(tg)’ (x0)

(o))

sin\’ (z0) (sin)/ (x0) cos xp — sin xg (COS)I (xg)  cos(zg)cosxzy — sinzg (—sinxzg)
20) = =
0 cos? xg cos? xg

cos? o + sin® To 1

cos? zg cos? g

ii) Pentru z¢ € R\ { k7| k € Z} avem

cos\’ (cos)’ (xg) sinxg — coszg (sin)’ (zg)  —sin (xg) sinxg — cos xq cos zg
(ctg) (z0) = (*) (wo) = 3 = 3
sin sin® xg sin® xg
— (sin® g + cos? zp) -1
B sin? o  sin? zo
4.1.18. Observatie. Pornind de la teorema precedenta, din derivabilitatea functiilor f1, fo,..., fn

in punctul xp, prin inductie matematica, se obtine derivabilitatea in punctul x¢ a functiei suma fi + fo +
...+ fn, a functiei produs f1- fo-...: fn, cat si formulele de derivare

(fi+ fa jl---~+fn)/ (z0) = fi (z0) + f3 (z0) + ... + £}, (20),
(fr-forooo  fu) (o) = 3 (fr(@o) - fa (@o) - ...+ fre1 (o) - f1, (%0) * frgr (@0) - ...+ fn (20)) -

k=1
4.1.19. Teorema. Fie I,J C R doud intervale gi functisle f : [ — J, g : J — R. Daca functia
f este derivabild in punctul xo € I si functia g este derivabild in punctul yo = f (xo), atunci functia
compusd go f : I — R este derwabild in punctul xo si are loc (go f) (zo) = ¢ (f (z0)) - f (o).
Demonstratie. In ipotezele teoremei, cum functia f este derivabila in punctul xg si functia g este
derivabild in punctul yo = f (o) , avem

lim £ &) = f@0) _ (z0) € R, lim 9 () — 9 (%)

=9 (yo) =9 eR.
A 2 " Jim £ = = g (o) = o (f (0))
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9(y) — 9 (o) N
Consideram functia p: J — R, p(y) = y—1vo dacd y € J\ {yo} Calculand

9" (o), daca y = yo.

lim p (y) = lim 9() 9 (w) _ 9" (o)
Y—Yo Y—Yo Y —Yo

constatdm egalitatea lim p (y) = p (yo), deci functia p este continud in punctul yo.
Y—Yo

Din definitia functiei p explicitam g (y) — g (yo) =p (y) - (¥ — vo) ,Vy € J \ {yo} si deducem

g (f () =g (f (o)) =p(f (x)) - (f (x) = [ (20)),Va € .
(f () — g (f (20)) —p(f () f(xgz = ;:0(950)

r — X
derivabild in punctul zg, rezultd ca ea este continud in xg, iar functia p fiind continua in yo = f (x0),
deducem continuitatea functiei p o f in punctul zo. Prin urmare

Jim p (f (2) = (f (@) = (90) = ' (90) = ' (f (20)).

Utilizind si lim &) =/ (20)
x—xT( T — 2o
(0o ) (z) = tim 9eH@=lgoN o) . 9( @) =g @) _ i L @)= F @)

T—To T — X9 T—T0 T — XTo T—To T — X9

g (f (z0)) - ' (z0) €R.

g (f () —g(f (@) f(x)—f(20)
[ (@) = f (zo) T — Zo
natate a punctului zg, deoarece egalitatea f(x) = f(xo) poate fi adevaratd in unele puncte x ale
vecinatatii. Din acest motiv in demonstratia teoremei am evitat utilizarea (de altfel tentantd) a ex-

presiei mentionate.

4.1.20. Exemplu. i) Fie f : R =R, f(z) = cos(z™), g: R— R, g(z) = cos" z cu n € N* gi fie
o € R. Pe baza teoremei precedente obtinem f (z) = —sin ((x0)") -1 (z0)" ' = —n (x0)" " sin ((20)™),
respectiv ¢’ (x0) = n (cos )" " - (—sinzg) = —n (coszo)" " sin zg.

ii) Fie f : (0,400) = R, f(z) = 2" cur € Ri fie 2y € (0,400) . Exprimam

f(.]?) — " = elnzr — erlnm

Asgadar pentru Va € I\ {x¢} are loc g . Cum functia f este

= f’ (xg) obtinem

Mentionam ca existenta expresiei nu este garantata pe o veci-

1
si aplicim teorema precedenta f’ (xq) = e"m%0, <r>, deci obtinem
T

1 _
o) = ooy (7 ) = o) .
o

Urmatoarea teorema formuleaza conditii suficiente pentru derivabilitatea intr-un punct a functiei
inverse.

4.1.21. Teorema. Fie I,J C R intervale. Fie functia f : I — J bijectiva. Daca functia f
este derivabild in punctul xo € I, f'(xo) # 0 si functia inversd f~' : J — I este continud in punctul
yo = f(w0), atunci functia f=1 este derivabild in punctul yo = f (xq) si are loc

/ 1
1 (o) = 57—
( ) (v0) [ (o)

Demonstratie. Fiey € J, y # yo = f(x0). Pe baza injectivititii functiei f, cu privire laz = f=1 (y)

deducem x # z(. Pentru orice y € J, y # yo are loc

@) — ) @) — 7 (f (20)) T — o 1

Y — Yo a f(x) = f (o) C f@) = flzo)  flz) = flx0)’

Tr — X
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unde x = f~! (y). Cand y tinde la yo, din continuitatea functiei f~! in punctul yo obtinem ca f~! (y) = x

tinde catre f~1 (yo) = zo. Utilizdnd lim f@) = f (@) = f'(zp) # 0 obtinem
T—X0 T — X9
-1 -1
_1y ST W= o) 1 1
1) (yo) = lim = lim = .
) o) = i = e~ o —T @) P
r — X
4.1.22. Exemplu. i) Functia sin : [—g,g] — [~1,1] este continud si bijectiva. Inversa ei,
functia arcsin : [—1,1] — [—g, g} este continud. Pentru xg € (—g, g) avem (sin)’ (z¢) = coszg # 0,
functia arcsin este continua in yo = sin zg deci, pe baza teoremei, functia arcsin este derivabila in punctul
1 1
Yo = sinzg € (—1,1) si (arcsin) (yo) = = . Tinand cont de coszg = /1 —sin®zy =

(sin)’ (z9)  coszg

1 — (yo)?, obtinem
1

(arcsin)’ (o) = —————, unde y € (—1,1).
2
1= (yo)

ii) Functia cos : [0, 7] — [—1, 1] este continud si bijectiva. Inversa ei, functia arccos : [—1,1] — [0, 7]
este continud. Pentru zo € (0,7) avem (cos)’ (zg) = —sinxzg # 0, functia arccos este continui in
Yo = cos g, deci, pe baza teoremei, functia arccos este derivabild in punctul yo = coszg € (—1,1) si

1 1
(arccos)’ (yo) = : = — . Tinand cont de sinzo = v/I — cos? 29 = 1/1 — (10)> obtinem
(cos) (zg)  —sinzg
-1
(arccos)’ (yo) = ———, unde yo € (—1,1).
2
1= (yo)

iii) Functia tg : (72’ g) — R este continua si bijectiva. Inversa ei, functia arctg : R — (fg, g)

# 0, functia arctg este continua in

T
este continud. Pentru zp € (—5,5) avem (tg)’ (zo) =

cos? zq
Yo = tgxo, deci, pe baza teoremei, functia arctg este derivabild in punctul yo = tgzo si (arctg) (yo) =
2 . ~ 2 .
———— = cos” xg. Tinand cont de cos® xy = = obtinem
(tg)" (o) L+tgzo 1+ (yo)°
1
(arctg)’ (yo) = ——-
1+ (yo)
iv) Functia ctg : (0,7) — R este continui si bijectivi. Inversa ei, functia arcctg : R — (0, ) este
—1
continud. Pentru zo € (0,7) avem (ctg)’ (z¢) = — s— # 0, functia arcctg este continua in yo = ctgwo,
Sl Tg
1
deci, pe baza teoremei, functia arcctg este derivabild in punctul yo = ctgzg si (arcctg) (yo) = W =
ctg) (o
1
—sin? zo. Tinand cont de sin? zg = 5— = 5 obtinem
1+ ctgxg 1+ (yo)
’ —1
(arcctg) (yo) = ———-
1+ (yo)

v) Functia In : (0,+00) — R este continud gi bijectivid. Inversa ei, functia exp : R — (0,400),

exp (r) = €®, este continui. Pentru z¢ € (0, +oc) avem (In)’ (zg) = — # 0, functia exp este continua
Zo

in yg = Inxg, deci, pe baza teoremei, functia exp este derivabild in punctul yo = Inzg si (exp)/ (yo) =

= 2. Tinand cont de z¢ = ™0 = ¥ obtinem

(In)’ (o)

(exp)’ (yo) = e¥°.
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4.1.23. Teorema. Daca functia strict pozitiva f : D C R — R i functia g : D — R sunt derivabile
in punctul zg € D, atunci functia h: D — R, h(z) = (f (m))g(w) este derivabila in zg si

B (20) = g (x0) (f (20))7 ™" f (x0) + (f (20))?“ (In f (z0)) ¢' (o) -

Demonstratie. Avem h(z) = (@) = eo@mf@  Utilizind Teorema 4.1.19 obtinem
h (w0) = ed@mflmo) . [(g(z) lnf(:zc))']}z:% = (f (wo))g( o). (9/ (zo) In f (w0) + g (z0) mf/ (CUO))

si dupa efectuarea inmultirii obtinem formula din enuntul teoremei.

4.2 Functii derivabile pe o multime

4.2.1. Definitie. i) Spunem c& functia f : D C R — R este derivabild pe multimea Dy C D,
Dy nevida, daca ea este derivabila in fiecare punct xy € Dy.

ii) Daca functia f este derivabild pe multimea Dy, atunci functia f' : Dy — R care fiecarui z € Dy
atageazd numarul real f’ (x) se numegte derivata functiei f pe multimea D.

Daca f este derivabila pe multimea de definitie D, atunci spunem ca functia f este derivabila.

4.2.2. Exemplu. i) Fie n € {3,5,7,...}. Consider8m functia f : R - R, f(z) = /z. Pentru
xo € R\ {0} avem

Flao) = dim @ ZL@) o YT Ve

T—To T — Xo T—=xo X — X

(v/z — /o) ({7:}5"—1 + V2 Zzg + a3 (w0) 4.+ Yw(ze) R+ § (xo)”1>
lim

@10 (@ — x0) (\"/:U"l + Y27y + W+ St T\L/x (z0)" > + T\‘/(xo)n1)

i 1
= 1m
T—x {l/xn—l + {L/‘rn72$0 + n/xnf?) (‘,EO)2 L n x(xo)n72 + T\L/(.’L'O)nil

1
= ——¢cR.

n- n (1’0)7171

Agadar functia f este derivabild in fiecare punct zy € R\ {0} .
Pentru ¢y = 0 avem

_ n _n n 1 1
f'(O):limM:hmM:hmﬁzlim = — =40 ¢ R,
x—0 T — g z—0 x—20 z—0 o r—0 xn—l 0Jr

deci functia f nu este derivabila in punctul x¢ = 0.

Functia ' : R\ {0} = R, f/ (z) = S este derivata functiei f pe multimea Dy = R\ {0}.
n. " (z)n—l

ii) Reluand unele exemple din Paragraful 4.1 avem

(c)/ =0, cu ¢ € R, reprezentand derivata functiei constante

(™) =na""', z € R, unde n € N*

(") =ra" x € (0,400), unde r € R

(V3 = (x%>/:lx%71: 1 1 pentru { z € (0,400), dacd n € {2,4,...}

n n  Ygn-1’ z € R\ {0}, daci n € {3,5,...}

1
(lnx)/:E,z € (0,400)
(e®) =e*,x €R

Inz\" 1 11
(log, )’ = < nx) = _— (lnz) = e e (0,400), unde a € (0,1) U (0, +00)

Ina Ina na
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a®) =a*Ina,r € R, unde a € (0,1) U (0, +c0)

(
(sinz) =cosz,z € R
(cosz) = —sinz,z € R
1 T
tgz) = ———, ]R{% 17’1@’ Z}
toe) = e R { @k 3
(ctgr)' = —5—,x € R\ {kr| k € Z}
sin“z’
!/
arcsinz) = ———,z € (—1,1
i) = g € (1.0
(arccos ) = —— x € (—1,1)

tgr) = ———
(arctgx) o

(arcctgr)’ = Pk eR

De multe ori relativ la o functie f : D C R — R ne intereseaza valori optime ale ei.

4.2.3. Definitie. Consideram functia f: D C R — R. Fie Dy C D o multime nevida.

i) Punctul zp € D se numeste punct de minim al functiei f relativ la multimea Dy, daca
pentru orice & € Dy are loc f (zg) < f(z).

Punctul g € D se numeste punct de maxim al functiei f relativ la multimea D, daca pentru
orice z € Dy are loc f (zg) > f ().

ii) Punctul gy € D se numeste punct de minim local al functiei f relativ la multimea Dy, daca
existd o vecindtate U a punctului x astfel incat f (zo) < f(x),VYo € Dy NU.

Punctul z¢p € D se numeste punct de maxim local al functiei f relativ la multimea Dy, daca
existd o vecindtate U a punctului xg astfel incat f (xo) > f(x),VYo € Dy NU.

Relativ la o multime data, punctele de minim, respectiv de maxim se numesc puncte de optim, iar
punctele de minim local, respectiv de maxim local se numesc puncte de optim local. Daca un punct
de optim (local) este relativ la Dy = D adica la multimea de definitie a functiei f, atunci se poate numi
simplu punct de optim (local), fard specificarea lui Dy.

Este evident ca, relativ la o multime data, un punct de optim este totodata punct de optim local,
dar un punct de optim local nu neaparat este punct de optim. Urmatoarea teorema arata o conditie
necesara pentru ca un punct din interiorul multimii de definitie a functiei f : D C R — R, punct in care
f are derivata, sa fie punct de optim local al functiei relativ la D.

4.2.4. Teorema (Teorema lui Fermat) Consideram functia f : D C R — R $i un punct xog € D.
Daca

i) exista € > 0 astfel incdt (vo — €,x0 +€) C D (zq este punct interior al multimii D),

i) functia f are derivatd in punctul g,

iii) punctul xqo este punct de optim local al functiei f relativ la D,

atunci f' (xg) = 0.

Demonstratie. Consideram ca punctul zg este punct de minim local al functiei f relativ la D. Cazul
cand x( este punct de maxim local al functiei f relativ la D se studiaza in mod asemanator. Din faptul
cd xo este punct de minim local al functiei f relativ la D, tindnd cont de i), deducem c4 existd e; > 0
astfel incat f (zo) < f (z),Ve € (xo — €1,20 + €1) . Asadar f (x) — f (z9) > 0,Vz € (20 — €1, 20 + €1) .

Deoarece functia f are derivata in punctul zo, au loc egalitatile f. (zo) = f} (z0) = f' (z0) .

Pentru fiecare = din intervalul (xg — €1, x0) are loc x — xg < 0, M < 0, prin urmare
r — X
fl (o) = lim f(z) = f(20) <0.
.7:<.7:8 T — To
Pentru fiecare  din intervalul (zg, g + €1) are loc x — zg > 0, M > 0, prin urmare
T — X0
o @ )
fa(wo) = Jim — — — >

z>x(
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Pe baza relatiilor f(zo) < 0, f};(z0) > 0, fl(x0) = f}(x0) rezulta f. (zo) = f,(xo) = 0 si prin
urmare ' (z) = 0.

Interpretare geometrica. In ipotezele i) gi ii) ale teoremei, daci punctul zg este punct de optim local
al functiei f relativ la D, atunci tangenta in punctul (zg, f (z¢)) la graficul functiei f este paraleld cu
axa Ozx.

Punctele g € Dy In care derivata unei functii f : D C R — R se anuleazd se numesc puncte
stationare (sau puncte critice) ale functiei f relativ la Dy. Dacd un punct stationar este relativ la
Dy = D, adica la multimea de definitie a functiei f, atunci se poate numi simplu punct stationar, fara
specificarea lui Dy.

Cu privire la o functie derivabila f : I — R, unde I este interval, teorema lui Fermat ne spune ca
punctele de optim local ale functiei f, interioare lui I, se gasesc printre punctele stationare ale functiei.

Conditia i), ca punctul z( s fie interior mul{imii D, este o conditie esentiald pentru valabilitatea
teoremei. Analizand functia f : [-1,1] — R, f () = z, vedem c& punctul zy = —1 este punct de minim
al functiei relativ la [—1,1] si ' (=1) =1 # 0. Punctul o = —1 nu este in interiorul multimii [—1,1].

4.2.5. Observatie. Conditia f’ (z9) = 0, necesara, in cadrul teoremei, pentru ca xq s fie punct de
optim local al functiei f, nu este si suficienta.

4.2.6. Exemplu. In cazul f : R — R, f (x) = 23,29 = 0: derivata f’ (z) = 322 se anuleazd in
zo = 0, punct situat in interiorul multimii de definitie; punctul g = 0 nu este punct de optim local
relativ R al functiei f, deoarece in orice vecindtate U a lui zp = 0 existd < 0 cu f(z) < 0 = f(0)
(asadar zp = 0 nu este punct de minim local pentru f), si existd « > 0 cu f(z) > 0 = f(0) (asadar
2o = 0 nu este punct de maxim local pentru f).

Urmatoarea teorema o demonstram utilizand teorema lui Weierstrass si teorema lui Fermat.

4.2.7. Teorem4 (Teorema lui Rolle) Fie a,b € R, a <b si f:[a,b] = R o functie. Dacd

i) functia f este continud pe [a,b],

i) functia f este derivabild pe (a,b),

iii) f (a) = £ (b),

atunci existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incdat f' (c) = 0.

Demonstratie. Cazul 1. Functia f este o functie constantii. In acest caz f’ () =0,Vz € (a,b) si
deci ¢ poate fi orice punct din (a,b).

Cazul 2. Functia f nu este constantd pe [a,b]. Deoarece f este continud pe un interval inchis,
pe [a,b], conform teoremei lui Weierstrass, existd z. € [a,b] unde f isi realizeazd minimul relativ la
[a,b] si existd z* € [a,b] unde f isi realizeazd maximul relativ la [a,b]. Deoarece f nu este constanta
pe [a,b], minimul lui f si maximul lui f relativ la [a,b] sunt doud valori diferite f (x4) # f (2*). Din
fxe) # f(a*)si f(a) = f(b) deducem ci cel putin unul dintre punctele z., z* nu este situat in capatul
a sau b al intervalului [a, b]. Asadar cel putin un punct de optim relativ la [a, b] al functiei f este situat
in (a,b), adica In interiorul multimii [a, b] ; notdm un asemenea punct cu c. Pe baza teoremei lui Fermat
rezultd ca f’ (¢) = 0.

Interpretare geometricd. Consideram extremitatile graficului functiei f, adica punctele A(a, f(a)) si
B(b, £(b)).

Conditia ii) geometric insemnd ca graficul functiei f admite tangenta in fiecare punct al graficului
cu exceptia, eventual, al extremitatilor A(a, f(a)) si B(b, f(b)).

Conditia iii) f (a) = f (b) geometric inseamna ca dreapta AB este paraleld cu axa Ozx.

Egalitatea f' (c¢) = 0 geometric insemnd c& dreapta tangentd in punctul (c, f(c)) la graficul functiei
f este paralela cu axa Oz.

Asgadar teorema lui Rolle afirmé c& daca graficul functiei continue f : [a,b] — R admite tangentd
in fiecare punct al graficului, exceptand, eventual, extremititile A(a, f(a)), B(b, f(b)), si daca dreapta
AB (care unegte cele doud extremitati) este paraleld cu axa Oz, atunci graficul are cel putin un punct
(¢, f (¢)) diferit de extremitatile sale A(a, f(a)) si B(b, f(b)), In care tangenta dusa la grafic este paralela
cu axa Oz (i implicit este paraleld cu dreapta AB).

Urmatoarea teorema este o consecinta directa a teoremei lui Rolle.

4.2.8. Teoremi. Intre oricare doud zerouri consecutive ale unei functii derivabile pe un interval
in mod necesar se gaseste cel putin un zero al derivatei functiei.

Urmatoarele doua teoreme se numesc teoreme de medie.
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4.2.9. Teorema (Teorema lui Cauchy)

Fie a,b e R, a<b si f,g:[a,b] = R doud functii. Daca
i) functiile f si g sunt continue pe [a,b],

i) functiile f si g sunt derivabile pe (a,b),

i) §' (x) £ 0,2 € (a,b),

atunci ezista cel pugin un punct ¢ € (a,b) astfel incdt

fle) )= f(a)

g g)—g(a)

Demonstratie. Ardtidm ci in ipotezele i), ii), iii) ale teoremei are loc g (b) — g (a) # 0. Rationdm
prin reducere la absurd. Presupunem ci g (b) — g (a) = 0; atunci, avand functia g continud pe [a, ],
derivabild pe (a,b) si cu g (a) = g (b), pe baza teoremei lui Rolle ar rezulta existenta unui ¢ € (a,b) cu
g’ (¢) =0, in contradictie cu ipoteza iii).

f(b) — f(a)

Consideram functia b : [a,b] = R, h(z) = f(x)+ Ag (z) unde A = — 9 () — g (a)

ales astfel ca s& avem h (a) = h (b). Din proprietatile de continuitate pe [a, b], respectiv de derivabilitate
pe (a, b) ale functiilor f si g rezulta ca functia h este continué pe [a, b] si este derivabild pe (a,b) . AplicAnd
teorema lui Rolle functiei h rezultd cd existd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat A’ (¢) = 0. Ultima

egalitate se scrie
f' () [ (e) _ f(b) = f(a)
fllc)+ Mg (c) =0 & =-\& = .
(AT =02 0 70 a9
In cazul particular al functiei g : [a,b] — R, g () = z, din teorema lui Cauchy se obtine urmatorul
rezultat important.
4.2.10. Teoremd (Teorema lui Lagrange) Fie a,b € R, a < b si functia f : [a,b] — R. Dacd
i) functia f este continud pe |a, b,
i) functia f este derivabild pe (a,b),
atunci exista cel pugin un punct ¢ € (a,b) astfel incdt

. Numarul \ a fost

/
b) —
Cauchy exista cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat f, (c) = 1) -7 (a)_ Ultima egalitate se scrie
, b 7© " 9b) gl
! 1(0) = il I))_f(a) deoarece ¢’ (¢) =11 g(b) —g(a) =b—a.
—a
Interpretare geometricd. Consideram punctele A(a, f(a)) si B(b, f(b)) ale graficului functiei f.

f(b) = f(a)
b

Dreapta AB are panta (coeficientul unghiular) . Tangenta in punctul (¢, f(c)) la graficul

functiei f are panta (coeficientul unghiular) f’ (c).

Teorema lui Lagrange afirmd ci daci graficul functiei continue f : [a,b] — R admite tangentd in
fiecare punct, exceptand, eventual, extremititile A(a, f(a)), B(b, f(b)), atunci cel putin Intr-un punct
(¢, f (¢)) al graficului, diferit de extremitatile A(a, f(a)) si B(b, f(b)), tangenta la graficul functiei este
paralela cu dreapta AB.

In continuare discutim patru teoreme care sunt consecinte importante ale teoremei lui Lagrange.

Teorema care urmeaza se utilizeaza la studiul existentei derivatei intr-un punct si la studiul deriv-
abilitatii intr-un punct a unei functii.

4.2.11. Teoremi. Fie I C R un interval, xg € I, functia f : I — R deriabild pe I\ {xo} si
continud in .

i) Dacd exista mlirg f'(x), atunci functia f are derivatd in punctul xo si f' (xo) = mlinzl f(x).

—Zo —Zo

it) Dacd exista lim f'(z) si lim f' (z) € R, atunci functia f este deriwabild in punctul xg,
Tr—x0 T—T0

f'(xo) = lim f'(x) gi derivata f': 1 — R este continud in punctul x.
T—x
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Demonstratie. i) Notdm lim f/(z) ={. Ardtdm ca lim f@) = f @) =1.
T—To T—To T — o

Fie (2y),~; un sir arbitrar de numere reale din I \ {zo} convergent catre zo. Pentru fiecare
[T, To], dacd x, < xg
[xo, zy], dacd xg < .
pe I si derivabild pe I\ {zo}, rezultd cd f este continua pe [an,b,] si este derivabila pe (an,by,).
Aplicand teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [a,,b,] fixdm un ¢, € (an,b,) pentru care

n € {1,2,...} considerdm intervalul [a,,b,] = { Deoarece f este continui

bn) — f(a z,) — f(x
I en) = M Acest ¢, este situat strict intre z,, si 2o si are loc f/(¢,) = M.
bn n Lp — To
Deoarece |¢, — xg| < |2, — 29|, Vn € N* gi lim x,, = x, obtinem lim ¢, = x.
n—oo n—oo

Din faptul ca sirul (¢,),»;, format cu numere reale din I \ {zo}, este convergent catre zo si

lim f (z) = I rezultd & lim f’ (c,) = . Inlocuind aici f’ (¢,) = S an) = f (20)
o

T—xTo n— oo Ty —

o £ @0) = £ (@0)

n—oo  Tp — o

, obtinem

=1.

Cum sirul (z,),»,; de numere reale din I\ {z¢}, convergent catre zo, a fost arbitrar, deducem ca
o @)= f ()
T—To T — Xo
ii) Daca are loc i) gi in plus lim f’ (z) € R, atunci pe baza egalitatii f' (z9) = lim f’(x) obtinem
Tr—x0 T—To

= [. Ultima egalitate insemnd ci f' (x¢) = I, agadar are loc [’ (z9) = lim f'(z).
T—Tg

' (z0) € Rgi deci functia f este derivabild in zo. Astfel f are derivatd pe I, f' : I — R. Pe baza egalitatii
lim f'(z) = f' (zo) functia f’ este continud in xg.
r—XTo
4.2.12. Observatie. Continuitatea functiei f in punctul x( este esentiala pentru valabilitatea

teoremei precedente.
4.2.13. Exemplu. Pentru functia f : R — R, f (z) = v —1, dacd z € (~00,0)

B ' ‘ ’ x, dacd x € [0, +00)
f'(z) =1,Vx € (—00,0) U (0, +00) . Existd iii%f/ (x) = ;ii%l = 1. Functia f nu este continud in zo = 0.

avem

Functia f nu are derivata in o = 0 deoarece limitele

_ 1 _
g L& =FO 2=l i @O T
iz -0 2 T 7o -0 e T
fiind diferite rezultd cd limita f' (0) = lir% L{;(O) nu exista.
T— xr —

4.2.14. Observatie. Existenta limitei lim f’ (x) nu este necesara pentru derivabilitatea in punctul
T—x0
o a functiei f .
1
2?sin —, dacd x € (—00,0) U (0, +00)
x

0, dacaz =0

4.2.15. Exemplu. Functia f : R—=>R, f(z) = { este

derivabild in 29 = 0, f' (0) = 0, dar derivata

T T nu are limita in xo = 0.

1 1
FiR R, f (z) = 4 2vsin_ —cos—, dacd 2 € (—00,0) U (0, +00)
0, dacax =0

4.2.16. Observatie. Pe baza Teoremei 4.2.11 din existenta limitei la stdnga In punctul zy a
derivatei f’ (x) si din continuitatea la stdnga in punctul z¢ a functiei f rezulta ca in punctul zg functia
f are derivata la stanga si f! (zg) = Jim [’ (z). Un rezultat similar este valabil cu privire la f} (x).

z<lxQ

Teorema urmatoare se utilizeaza la studiul monotoniei functiilor derivabile pe un interval.

4.2.17. Teorema. Fie I C R un interval si f: I — R o functie derivabila.
i) Functia f este crescdtoare pe I dacd gt numai dacd f' (x) > 0,Vx € I.
i1) Functia f este descrescatoare pe I dacd si numai dacd f'(x) <0,Vx € 1.
iit) Dacd f' (x) > 0,Vx € I, atunci functia f este strict crescdtoare pe I.
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i) Daca [’ (z) < 0,Vz € I atunci functia f este strict descrescatoare pe I.
Demonstratie. i) Ardtam cd daca functia f este crescitoare pe I atunci f’ (z) > 0,Vz € I.
Fie functia f crescatoare pe I. Consideram xy € I arbitrar. Deoarece functia f este crescatoare,

f(@) = 1 (x0)

pentru x € I,x < xg rezulta f(z) < f(zo) s > 0, iar pentru x € I,x > xzg rezulta

— z0
fx) > f(zo) st w > 0. Asadar pentru orice z € I\ {zo} are loc w > 0 si
— 20 — T
f (@) — f(@o) f (@) — f(20)

deducem ca lim > 0. Pe baza definitiei derivatei lim = f’'(x0) obtinem

T—To r — X9 T—To T — X9
f' (x9) > 0. Cum z¢ € I a fost arbitrar, deducem f’ (z) > 0,Vz € I.
Ardtdm ca dacd f’ (z) > 0,Va € I, atunci functia f este crescitoare pe I. Consider8m z1,x2 € I,

/ (302) —f (361)

x1 < T3, arbitrare. Pe baza teoremei lui Lagrange existd ¢ € (21, z2) astfel incat [ (¢) = —————=.

ro — I
Din egalitatea f (z2) — f (1) fr(e) - (x2 —x1), stiind cd f'(¢) > 0 si 22 — 21 > 0, obtinem

f(x2) — f(x1) >0, adicd f (x1) < f (z2). Prin urmare avem implicatia
T1,To € I, 1 < XTo = f(xl) < f(xz),

deci functia f este crescatoare pe I.
ii) Rationdm in mod aseméanitor ca si la partea i).
iii) Fie x1,29 € I, 1 < x9, arbitrare. Pe baza teoremei lui Lagrange existd ¢ € (1, x2) astfel
incat [ (¢) = M Din egalitatea f (z2) — f (z1) = f'(¢) - (x2 — x1), stiind c& f'(¢) > 0 si
X9 — I
xg —x1 > 0, obtinem f (x2) — f (x1) > 0, adicad f (z1) < f (z2). Avem implicatia

T1,T2 EI, r1 < T2 :>f($1) <f(.132),

deci functia f este strict crescatoare pe I.

iv) Rationdm in mod aseméanitor ca si la partea iii).

4.2.18. Exemplu. Fie n € N*. Functia f : R— R, f(z) = 2?" este derivabilad pe R si
f'(z) = 2nz®~1 Vo € R. Pentru z € (—o0,0] avem f’(z) < 0, deci f este descrescitoare pe inter-
valul (—o0,0]. Pentru z € [0,00) avem f’ (x) > 0, deci f este crescitoare pe intervalul [0, c0).

4.2.19. Observatie. Reciproca afirmatiei iii) nu are loc. Reciproca afirmatiei iv) nu are loc.
Exista functii derivabile pe un interval, strict monotone, ale caror derivata se anuleaza in unele puncte
ale intervalului.

4.2.20. Exemplu. Functia f : R—R , f(x) = 3 este strict crescitoare si derivata ei
f' i R—=R,f(z) = 22? se anuleazd in punctul zp = 0. Pentru a arita ci f este strict crescitoare
considerdm x1,x9 € R, z1 < z9 gi aratam ca f (x1) < f (z2). Avem

F @) = f ) = @0)° = (@2)° = (@1 = 22) (@1)° + w122+ (22)°) <0,

. x2\2 3
deoarece z1 — x5 < 0 si (x1)2 + 120 + (x2)2 = (wl + 72) + 1 (x2)2 > 0.
Urmatoarea teoreméa o completeaza pe cea precedenta.
4.2.21. Teorema. Fie I C R un interval si f : I — R o functie derivabila pe I. Funcfia f este
constantd pe I dacd si numai dacd f' (x) =0, oricare ar fix € I.

Demonstratie. Daca functia f este constanta pe I, f(z) = k,Vz € I unde k € R, atunci
f'(x) = (k) =0,Vz €I

Consideram acum ca are loc f'(z) = 0,Vz € I gi ardtam ca f este constantd. Fie zg € I fixat. Consideram

x € I, © # xy arbitrar. Aplicam teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul

daca . o e . . . A

[a,b] = { [[;c,x;]], d;f;f <<x£ Obtinem ca exista c¢ situat strict intre = i xg astfel incat
05 ) 0 .

f(z) = f (20)

f'(e) = P De aici, doarece f'(c) = 0, obtinem c& f (x) — f (x0) = 0 adicad f (z) = f (o).
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Cum z € I, © # x a fost arbitrar, egalitatea f (z) = f (z¢) are loc pentru fiecare x € I, deci functia f
este constanta pe I.

Urmatoarea teorema se refera la functii derivabile pe un interval avand derivatele egale pe acel
interval.

4.2.22. Teorema. Fie I C R un interval si f,g: 1 — R doud functii derivabile pe I. Dacd f' = ¢'
pe 1, atunci functia f — g este constanta pe I.

Demonstratie. Consideram functia h = f — g, adicd h : - R, h () = f () — g (z) . Deoarece f si
g sunt derivabile pe I, deducem c& h este derivabila pe I si b’ (x) = f' () — ¢’ (z),Vax € I. Cum f' i ¢’
sunt egale pe I, ' (z) = ¢’ (x),Vx € I, rezulta cd b’ () = 0,Vx € I. Pe baza teoremei precedente functia
h este constanta pe I. Dar h = f — g, agadar functia f — g este constanta pe I.

Existd functii f derivabile pe un interval avand derivata f’ fard proprietatea de continuitate pe
intervalul respectiv.

1
z?sin —, dacd x € (—o0,0) U (0, +00)
T

4.2.23. Exemplu. Functia f : R—>R, f(z) = este
0, daca x =0
20sin © — cos —, daca 0)U (0
derivabild pe R, f/ : R =R, f'(z) = rsin— —cos—, dacax € (=00,0) U (0, +00) Functia f' nu
0, daca x = 0.

are limita in g = 0, prin urmare f’ nu este continud in zo = 0 gi f’ nu este continua pe R.

Urmatoarea teorema ne aratd ca derivata unei functii derivabile pe un interval are proprietatea
lui Darboux pe acel interval. In demonstratia teoremei utilizam teorema lui Weierstrass si teorema lui
Fermat.

4.2.24. Teorema (Teorema lui Darboux) Fie I C R un interval si f : I — R o functie derivabild
pe I. Atunci derivata functiei f, functia f' : I — R, are proprietatea lui Darbouz pe I.

Demonstratie. Daci f’ : I— R este functie constantd, atunci evident f’ are proprietatea lui
Darboux pe I. Dacd f' nu este functie constantd pe I, atunci fie 1,29 € I, 21 < x5 cu f/' (z1) # f' (22).
Considerand arbitrar yy cuprins strict intre f’ (z1) si f' (z2), avem de ardtat existenta unui ¢ € (z1, z2)
cu proprietatea [’ (¢) = yo.

Definim functia g : I— R, g(z) = f () — yo - . Din faptul ca f este derivabila pe I, rezulta ca g este
derivabild pe I si ¢’ : = R, ¢'(z) = f/(x) — yo. Deci g este derivabila pe [z1,23]. Prin urmare g este
continué pe intervalul inchis [x1,z2]. Aplicind teorema lui Weierstrass obtinem ci existd x, € [x1, 2]
in care g 1si realizeazd minimul relativ la [x1, z2]. Ardtam cd z. € (x1,22). Pe baza teoremei lui Fermat
rezulta ca ¢’ (z.) = 0. Aceasta egalitate se scrie [’ (z.) —yo = 0, agadar existd ¢ € (x1,x2) cu proprietatea
1 (¢) = yo, de exemplu ¢ = z,.

S& ardtdm cd x, # w1 §i T. # zo. Avand f(x1) # f'(x2), Inseamnd ca f'(z1) < f'(x2) sau
f"(z1) > f' (x2). Considerim primul caz. In al doilea caz se rationeazi in mod aseminitor. Deoarece
fH(@1) <yo < f'(w2) sig'(x) = f'(x) — yo avem ¢’ (1) < 0,9 (x2) > 0.

g(z) —g(x1) g(z) —g(x1)

Din ¢’ (z1) < 0gi ¢ (z1) = lim deducem ca exista §; > 0 astfel incat ——————= <
T—T1 r — X r — X
0, Va € (x1, 21 + 1) ; rezultd cd g (x) < g (z1),Vx € (21,21 + 1), inegalitate ce ne spune ca functia g isi
realizeazd minimul relativ la [z1, 23] Intr-un punct diferit de z1, asadar z, # ;.
Din ¢’ (z2) > 0si ¢’ (z2) = lim 9(@) = 9(w2) deducem ca exista d; > 0 astfel Incat 9(®) = g(w2) >
T—To Xr — T2 T — T2
0,Vz € (xg — da,x2); rezultd cd g(z) < g(x2),Vz € (w2 — d2,x2), inegalitate ce ne spune ci g isi
realizeaz& minimul relativ la [z1, 22] Intr-un punct diferit de xs, agadar x, # 5.
Urmatoarele doua teoreme de utilitate practica sunt consecinte imediate ale teoremei lui Darboux
in combinatie cu Teorema 4.2.17, si respectiv Teorema 3.4.26.
4.2.25. Teorema. Fie I C R un interval si f: I — R o functie derivabila pe 1.
i) Daca 1,29 € I,x1 < g §i ' (z1) - [ (x2) <0, atunci existd ¢ € (x1,x2) cu f'(c) = 0.
it) Daca [’ nu se anuleazd in nici un punct al intervalului I, atunci [’ pastreazd acelagi semn pe I,
iar f este strict monotond pe I.
4.2.26. Teorema. Fie I C R un interval si f : I — R o functie derivabila pe 1. Atunci derivata
functiei f, functia f': I — R poate sd aibd puncte de discontinuitate numai de speta a doua.
Urmaitoarele doud teoreme se utilizeaza la calculul limitelor unor fractii.
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4.2.27. Teorema (Cauchy) Fie I C R un interval i f,g: I — R doud functii derivabile in punctul
xo € I. Daca

i) f(zo) =g (w0) =0,

“) g/(fﬁo) 7é 07

atunci existd o vecinatate U a punctului xo astfel incat g'(x) # 0,Vx € U \ {xo} si existd limita

i 1@ _ f (o)
g (@) g'lan)

x)—g(x
Demonstratie. Din ¢'(zp) = lim w # 0 rezulta ca exista o vecinatate U a punctului

T—x0 T — To

xo astfel Incat 9(@) =9 (w0) # 0,V € U\ {xo}. Rezultd cd g (x) # g (xo) =0,V € U\ {zo}.

T — X9

f(x)

Pentru x € U \ {zo}, tinnd cont ci f(xo) = g (z0) = 0si g (x) — g (zo) # 0, exprimim fractia 7 (@)
f@) _f@)=f@) _f@=flw) w-m

W T et T v g g
[@) _J@ S amwe
g@) " wem @ g UMD
tinand cont ca IILIQOW = f'(zo) s zlingo%g?ém = ¢'(x0) # 0, rezultd ca
F@) 0
z—»na}og(x) o f ( O) g'(xo)'

4.2.28. Teorema (Teorema lui 'Hospital) Fie I C R un interval, zo € RU {—00, 400} un punct
de acumulare pentru I gi f,g: 1\ {xo} — R doud functii. Daca

i) functiile f,g sunt derivabile pe I\ {zo},

) of (@) # 0¥ € I\ {x0},

=L eRU{—o0,+0},

111) exista lim

z—zo0 q' (X
T—To T—xT0
atunct existd lim f (@) si lim f (@) _
T—To g (.’L‘) rT—T0 g (1')

Demonstratie. Consideram zg € R. Definim functiile F,G : I — R,

F(z):{ f(x), daca x € I\ {zo} §iG(m):{ g(z), daca x € I\ {zo}

0, daca x = xg 0, daca x = xg.
Avem F' (z) = ' (2),G' (z) = ¢’ () # 0,Vx € T\ {xo}. Functiile F, G sunt derivabile pe I \ {z¢}. Din
lim F (z) = lim f(x) =0 = F (), respectiv lim G (z) = lim g (x) = 0 = G (), rezulta ca functiile
T—xg T—T T—x T—x0
F' si G sunt continue in punctul zy.

Fie x € I\ {xo} arbitrar. Pe intervalul [z, z¢] sau [z¢, 2], dupd cum = < xq, respectiv z > xg, sunt
indeplinite conditiile teoremei lui Cauchy cu privire la functiile F' si G, deci exista ¢, cuprins strict intre
F(z) = F(zo) _ F'(cx)
G(z)—G(zo) G (ca)

F(z) - F(z) _ [f(2)

G(z) =G (zo) g(x)

x si xp astfel incat . Aceasta egalitate, stiind ca

fx) Fer) _ f'(ca)
g

_0_ ;
0 g(@) Y Gl g (e)

acd © — g, atunci ¢, — o (deoarece ¢, este situat strict intre z i o),

se scrie 1 (@) = r (%) D
@)~ gc) / / ,
astfel din iii) si egalitatea /(@) = f'(ex) deducem lim I @) = lim Fles) _ lim (@) = L. Daca

g(x) g (c)’ v—zag(x) co—zog (cp)  w—wogl (x)



4.3 Derivate de ordin superior 165

9 = —O00 sau xo = 400 pentru a demonstra concluzia teoremei se poate proceda la schimbarea de
variabila = — si atunci * — x¢ revine la t — 0.

4.2.29. Exemplu. Ca aplicatie, utilizand teorema lui I’'Hospital, calculam limita sirului
an =n(Yn—1). Avem

1
1 1 —
. . - . - .ooxx —1
hmn(’{/ﬁ—l) = lmn|[nn—-1| = hrilx zx —1| = hrf T
x
1 !/
zr —1 1 l—1 1 —
(9) —zZ +aTlnr—
= S— = lim %
r—+00 1 r——+00 _ 1
&) -
1
= lim zz (Inz —1) = 400 (+00 — 1) = +00.
T—400
Am tinut cont ca HIJP T = hr—{l eln(x;) = liril exlnT — 0 — 1, deoarece utilizand teorema lui
) 1
1 1 = 1 . T .
I'Hospital lim —Ilnz = lim el (:) lim (nx/) = lim —£- = lim (-2)=0.
x—+oco r—-4o0 I r——+00 (J;) z~>+oo_i r——+0o0
!
4.2.30. Observatie. Poate exista lim 1 (@) fara ca limita lim f/i(x) sa existe.
a0 g (x) 720 91(33)
. 20 & 5 _
4.2.31. Exemplu. In cazul functiilor f: R - R, f(z) ={ * S dac x € (—00,0) U (0, +00)
0, daca x =0
1
f () 1 () 2x sin — — cos —
sig:R—R, g(z) ==z, avem lim = limzsin — =0 gi lim = lim L nu exista.
z—0g (J,‘) z—0 T z—0 gl (.’17) z—0 1

4.3 Derivate de ordin superior

Definitia 4.3.1. Fie functia f : D CR — R si 29 € D, ¢ punct de acumulare pentru D.
i) Spunem ci functia f este de doui ori derivabild in punctul zy daci exista o vecindtate U
a punctului zq astfel incat functia f este derivabild pe multimea D N U gi dacd functia f/: DNU — R

este derivabild in punctul xg. Derivata in punctul zg a functiei f': D NU — R se numegte derivata de
2

ordinul doi in punctul zy a functiei f si se noteaza f” () sau f) () sau % (z0) .

ii) Daca functia f este de doud ori derivabild in fiecare punct € Dy, unde Dy C D, Dy multime
nevida, atunci spunem ca functia f este de doua ori derivabila pe multimea Dy. In acest caz functia care
fiecarui « € Dy atageazd f” (z) se numesgte derivata de ordinul doi pe multimea Dy a functiei f si
d’f
dx?’

iii) Fie n € {2,3,...}. Spunem ca functia f este de n ori derivabild in punctul z( daci exista o
vecinatate U a punctului zq astfel incat functia f este de n — 1 ori derivabila pe multimea D NU si daca
derivata de ordinul n — 1 pe multimea D N U a functiei f, notatd ("1 : DN U — R, este derivabili in
punctul zy. Derivata in punctul zo a functiei f(*=1 : Dnﬂ U — R se numeste derivata de ordinul n in

se noteazd f” : Dy — R, pe scurt f” sau f®) sau

punctul z, a functiei f si se noteaza f( (z) sau Ton (z0) .
x

iv) Fien € {2,3,...}. Daca functia f este de n ori derivabila in fiecare punct € Dy unde Dy C D, Dy
multime nevida, atunci spunem ca functia f este de n ori derivabila pe multimea Dy. In acest caz functia
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care fiecirui z € Dy atageaza, f() (z) se numeste derivata de ordinul n pe multimea D, a functiei
mn

f si se noteazi f() : Dy — R, pe scurt f) sau e
mn

v) Prin conventjie consideram f(©) = f.

vi) Daca functia f pentru orice n € N este de n ori derivabild pe multimea Dy C D, atunci spunem cé
functia f este ori de cate ori derivabila pe multimea Dj sau ca functia f este indefinit derivabila
pe multimea D,.

vii) Spunem ci functia f : D C R — R este de n ori derivabild daca functia f este de n ori derivabila
in fiecare punct zg € D.

Urmatoarea teorema referitoare la derivabilitatea de ordinul n Intr-un punct a functiei suma si a
functiei produs se obtine prin inductie matematicd pornind de la i) respectiv ii) din Teorema 4.1.16.

4.3.2. Teorema. Fie D C R si zg € D un punct de acumulare pentru multimea D. Fie n € N*
fizat.

1) Daca functiile f,g: D — R sunt de n ori derivabile in punctul xo, atunci funcfia suma [+ g este
de n ori deriwabild in punctul xo st are loc

(f + 9™ (w0) = f™ (0) + g™ (20) -

i) (Leibniz) Daca functiile f,g: D — R sunt de n ori derivabile in punctul xo, atunci functia produs
f g este de n ori derivabila in punctul xog si are loc egalitatea

(f- 9" (xo) = f" (20)g(wo) + Chf" ™ (o) g’ (o) + C2 ™2 (0) g (w0)
+ A+ CEFOTR (20) g (o) + ...+ O f (0) 9™ (20) -

iit) Dacd functia f: D — R este de n ori derivabild in punctul xg atunci functia c¢- f, unde ¢ € R,
este de n ori derivabila in punctul xy si are loc

(e /)™ (z0) = ¢~ f™ (o).

4.3.3. Exemplu. i) Pentrua € R\ {0} ,b € R, prin derivari succesive si inductie matematica rezulta

( 1 )(") (1) @l 1 ER\{ b} N
=(-D)"a"nl———— x ——.n
ax +b (ax + b)"‘H a

(ax—!—b)) = (-1)"" g (n—l)!W,xER\{—z},neN*

(In
( ‘”“"’b) =a"e®tt z e R,neN

(sm(a:chb))( ) = gn sm(aa:+b+n2) ,xeRneN
(cos (az + b))"™ = a™ cos (ax+b+”§> ,t€R,neN.

ii) Pentru functia ¢ : R — R, (2) = e~ ?*sinx calculam (2°%9) (1) utilizand formula lui Leibniz.

Notdm f (z) = 2%, g (z) = sinz. Avem f® (1) = (=2)" =27 ¢®) (7) = sin <7r + kg) . Obtinem

2006 2006
FC0O) (1) — 205006 (—2)2006—i g=2m i (7r n Zg) _ e—zﬂz (= 1) €0 2200 sin (z%)
=0 i=0
1002
_ e,gﬁz( 1)7 C24192006—(2+1)
=0

d . (7T) 0, daca i = 2j
eoarece sin(i—) = ;
2 (—1), dacd i =25 + 1.

Urmatoarea teorema referitoare la limita unei fractii se obtine prin inductie matematica pornind de
la Teorema 4.2.27.
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4.3.4. Teorema (Cauchy) Fie I C R un interval, n € N* fizat si f,g: I — R doud functii derivabile
de n ori in punctul xg € I. Daca

7’) f(k)(’ro) = g(k) (1‘0) = 07Vk € {07 17 cee, l}a

ii) g™ () # 0.

atunci exista limita lim @) = I )(aco).

v—zog(x)  g™(x0)

Urmatoarea teorema referitoare la limita unei fractii se obtine prin inductie matematica pornind de
la teorema lui I’'Hospital prezentata in paragraful anterior.

4.3.5. Teorema (Teorema lui I'Hospital cu derivate de ordin superior) Fie I C R un interval,
2o € RU{—00,400} un punct de acumulare pentru I, f,g: 1\ {xo} — R doud functii si n € N* fizat.
Daca

i) functiile f,g sunt de n ori derivabile pe I\ {zo},

i) g™ (z) # O,Vgﬁ )E I\ {zo},
F () _ L € RU{—o00,+o0},

111) existd Ill)HZj‘l() 70 (2

)
i) lim %) (z) = hmg<k>( )=0,Vk €{0,1,2,...,n — 1},

@) o i L) _

v—wog(x) ~ @0 g ()
4.3.6. Exemplu.

2 3 n 12 .173 n\ "’
I+ L+ttt (x) (1+1,++3,+ +>
r— 400 eT 400 (ew)
1‘2 373 " 1
1 Lol
gttt RO
= lim
T— 400 er
T 72 3 -1 /
1
(2) (+1l+21+31+ +(n1)‘>
= lim ;
r——+00 (61)
T 33‘2 1‘3 xn—Q
14+ 242 L2
. tuta et +(n72)' (2)
= lim z
T—+00 ex
1 = 1 ! 1 1
A T U ) [ TN O S
z—+oo T z—~00 (ew) z—~o00 e® +0o0

4.4 Functii convexe

O clasa importanta de functii este cea a functiilor convexe.

4.4.1. Definitie. Fie functia f: D C R — R gi I C D un interval.

i) Spunem ci functia f este convexa pe I daci pentru orice x1,z2 € I si pentru orice ¢t € (0,1)
are loc

F(A =)z +tw) < (1 —1) f(z1) +tf (z2).

ii) Spunem ca functia f este strict convexad pe I dacad pentru orice x1,x2 € I si pentru orice
t € (0,1) are loc

F( =)z +twe) < (1 —1) f(z1) +tf (x2).

iii) Spunem ca functia f este concava pe I dacid pentru orice z1,x2 € I i pentru orice ¢t € (0,1)
are loc

F((L =)y +twz) > (1= 1) f (1) + 1 (22).
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iv) Spunem c& functia f este strict concava pe I daca pentru orice x1,z2 € I i pentru orice
t € (0,1) are loc
f((L=t)zy + twg) > (1= 1) f (z1) +f (22).

Daca D este interval si functia f : D — R este (strict) convexd sau (strict) concava pe D, atunci
spunem ca functia f este (strict) convexa, respectiv (strict) concava. Din Definitia 4.4.1 rezulta ca functia
f este (strict) concava pe I daca si numai daca functia — f este (strict) convexa pe I. Din Definitia 4.4.1
rezultd ci o functie f strict convexa (strict concavi) pe I este convexd (concava) pe I. Afirmatia reciproca
nu are loc.

4.4.2. Exemplu. Functia f : R — R, f (z) = z este convexa pe R si nu este strict convexa pe R; in
acelagi timp functia f este concava pe R si nu este strict concava pe R.

Functia f : R — R, f (z) = 22 este strict convexi pe R.

Interpretare geometrica. Fie functia f : I — R unde I C R este un interval. Consideram graficul
functiei f si punctele A(zq, f(21)), B(x2, f(22)) ale graficului unde z1, 29 € I, 1 < x2. Fie t € (0,1) si
¢ = (1 — t)x1 + tae. Studiem punctele (z¢, f (z¢)) respectiv (zy, (1 — ) f (x1) +tf (z2)).

Din ¢ € (0,1) si 1 < xo rezultd cd 1 < (1 —t)x1 + twe < X2, deci x4 € (x1,22) C I. Cum z; € I,
punctul (z¢, f (x¢)) apartine graficului functiei f, si deoarece x1 < xy < o, €l este situat pe arcul de
grafic cuprins strict intre punctele A si B.

Deoarece punctul ((1 —t)zy + tza, (1 —t)f (x1) + tf (z2))) verificd ecuatia dreptei AB, el apartine
dreptei AB, si deoarece x1 < (1 —t)x1 +txs < X2, €l este situat pe segmentul delimitat de punctele A, B,
strict intre A si B.

Pe baza celor mentionate mai sus interpretam inegalitatile din Definitia 4.4.1.

In cazul unei functii convexe (concave) oricare ar fi doud puncte distincte ale graficului, arcul de
grafic delimitat de aceste doud puncte este situat sub (deasupra) segmentul de dreaptd delimitat de cele
dous puncte. In cazul unei functii strict convexe (strict concave) oricare ar fi doud puncte distincte ale
graficului, arcul de grafic cuprins strict intre aceste dous puncte este situat strict sub (strict deasupra)
segmentul de dreapta delimitat de cele doua puncte.

Urmatoarea teoremé evidentiaza o proprietate importanta a functiilor convexe care sunt derivabile
intr-un punct.

4.4.3. Teorema. Fie I C R un interval si functia f: I — R convexd pe I. Daca functia f este
derwabila in punctul xzo € I, atunce

I (x0) (x — o) < f () — f (w0),Vx € I.

Demonstratie. Consideram = € I,x # xy. Deoarece functia f este convexa pe I, pentru fiecare
t € (0,1) are loc inegalitatea f((1 —t)xo + tx)) < (1 —¢) f (xo) + tf (z) . Scriind aceastd inegalitatea in
forma f (zo + t(x — z0)) = f (xo) < t(f () — f (x0)) si apoi

f(zo +t(z —20)) — f (z0)
(o +t(z —x0)) — 0o

(. —w0) < f(2) = f(20),
prin trecere la limita in ultima inegalitate rezulta

o f (@0 +tz —20)) — [ (20)

=0 (zo+t(z—w0)) — 2o

(x — o) < f(x) — f(0).

f (w0 +t(x — 20)) — f (w0)
(xo+t(xz—xp)) — o

:f/(xo)v

Tinand cont ca functia f este derivabila in punctul zg si deci 11H01

obtinem f’(zo) (z — z0) < f (z) — f (20) -

Interpretare geometrica. Daca functia f este derivabila in xzq, atunci graficul functiei admite dreapta
tangentd in punctul (zo, f (o)), si anume dreapta de ecuatie y — f(zg) = f'(x0) (x — zo). Ordonata
punctului de abscisd x € I al acestei drepte este y = f(xo) + f' (x) (x — zp) . Ordonata punctului de
aceeagi abscisi pe grafic este f(x). Asadar teorema afirmé cd punctele de abscisd « € I ale unei drepte
tangente la graficul functiei convexe f : I — R sunt situate sub graficul functiei.

Teoremele urmaétoare se utilizeaza pentru studiul convexitatii functiilor derivabile pe un interval.

t>0
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4.4.4. Teorema. Fie I C R un interval i f : I — R o functie derivabila pe I. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Functia f este convexd pe I,

(it) Pentru orice x1,x2 € I are loc f' (x1) (xe — x1) < f (z2) — f (z1),

(iii) Derivata f' este functie crescdtoare pe I.

Demonstratie. Implicatia (i)= (ii) este adevaratd pe baza teoremei precedente.

Aratam ca (i)=(i). Fie x1,22 € I, 11 < x5. Pentru ¢t € (0,1) rezultd (1 —t)x; + txy € I. Pe baza
ipotezei (ii) avem

f/ ((1 — t)l‘l + tSCQ) [Il — ((1 — t)l‘l + t:CQ)]
(1=t + txa) [xe — (1 — t)zq + t22)]

f(z1) = f((A =)z +txa)
f(z2) = f((1=t)z1 + tag)

<
<

fnmul‘gim prima relatie cu (1 —t), a doua relatie cu ¢, si apoi le adundm. Obtinem

FI(L=t)ay +twe) < (1 —1) f (1) +1f (22),

adica inegalitatea din definitia functiei convexe.
Aratam ca (ii)= (ii). Fie x1,22 € I, 21 < 2. Pe baza ipotezei (ii) avem inegalitatile

I (@) (w2 — 1) < f(z2) — f(21),

respectiv
fH(@2) (@1 — 22) < f (1) = f (22),

care prin adunare conduc la (f'(xz1) — f' (z2)) (x2 — 1) < 0 si de aici, dupd impértire cu (x2 — 1)
obtinem f’(x1) < f’ (z2). Asadar functia f’ este crescitoare.
Aratam ca (iii)=-(ii). Fie z1,22 € I, 21 < z3. Pe baza teoremei lui Lagrange exista ¢ € (x1, z2) astfel

f(z2) — f (1)

ca f'(c) = . Pe baza ipotezei (iii) functia f’ este crescitoare, deducem f’ (z1) < f/'(¢), si
X9 — I
deci [ (z1) < M Prin inmultire cu (zo — x1) obtinem
X9 — I

[ (@) (22 — 21) < f (22) = f(21)-

Interpretare geometrica. Teorema afirma c& o functie derivabila pe un interval I este convexa pe [
daca si numai daca punctele de abscisa x € I ale dreptelor tangente la graficul functiei sunt situate sub
graficul functiei.

Urmatoarea teorema se demonstreaza in mod asemanator.

4.4.5. Teorema. Fie I C R un interval si f : I — R o functie derivabila pe I. Urmdatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Functia f este strict convexd pe I,

(i1) Pentru orice x1,x2 € I, x1 < x2 are loc f'(z1) (k2 — x1) < f(x2) — f (21),

(iii) Derivata f' este functie strict crescdtoare pe I.

4.4.6. Teorema. Fie I C R un interval si functia f : I — R convexa pe I. Daca functia f este
derivabila de doud ori in punctul xo € I, atunci ' (x¢) > 0.

Demonstratie. Pe baza definitiei derivabilitatii de ordinul doi a functiei f in punctul xg, exista
e > 0 astfel incat functia f este derivabild pe I N (xg — €,x¢ + €) si functia f/ : I N (zg —€,20 +€) — R
este derivabild in punctul xg, adica exista

f//(ico) — lim f/(fE) 7f/($0)'
T—Ig r — X
Deoarece multimea I N (xg — €, ¢ + €) este interval gi f este convexa pe acest interval, pe baza teoremei
precedente derivata f/ : I N (xg —€,20+€) — R este functie crescdtoare, agsadar pentru orice x €
/ !/ ! !
fi@) = /' (@) > 0 si prin urmare f” (z) = lim f@) = f (o)
T —Zo T—To T — T

IN(xo—e€mo+€) are loc > 0.
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4.4.7. Teorema. Fie I C R un interval gi fie functia f : I — R derivabild de doua ori pe I.
Functia f este convexd pe I dacd $i numai dacd f" () > 0,Vx € T.

Demonstratie. Daca functia f de doua ori derivabila pe I este convexa pe I, atunci pe baza
teoremei precedente, pentru fiecare x € I are loc f” (z) > 0. Daca f” (z) > 0,Vx € I, atunci functia
f': I — R este cresciatoare si aplicand Teorema 4.4.4 rezulta c& functia f este convexa pe I.

4.4.8. Teorema. Fie I C R un interval si fie functia f: I — R derivabila de doud ori pe I. Daca
f"(x) > 0,Vz € I, atunci funclia [ este strict convexd pe I.

Demonstratie. Din f” (z) > 0,Vx € I rezultd cd derivata f’ este strict crescitoare, si atunci, pe
baza Teoremei 4.4.5, functia f este strict convexa pe I.

4.4.9. Observatie. Reciproca Teoremei 4.4.8 nu are loc. Exista functii f derivabile de doua ori pe
un interval I si strict convexe pe I fard ca functia f” si fie srtict pozitiva pe I.

4.4.10. Exemplu. Functia f: R — R, f (r) = 2* este strict convexa pe R. Derivata de ordinul doi
f" R — R, f(z) = 1222 nu este strict pozitiva pe R, se anuleazi in zo = 0.

Teoremele 4.4.3-4.4.8 au analoage cu privire la o functie f concava, inegalitatile fiind inversate pentru
acest caz. Enuntam aceste rezultate pentru ultimele doua teoreme mentionate.

4.4.11. Teorema. Fie I C R un interval i fie functia f : I — R derivabild de doud ori pe I.
Functia f este concava pe I dacd si numai daca f" (x) <0,Vzx € 1.

4.4.12. Teorema. Fie I C R un interval si fie functia f: I — R derivabila de doua ori pe I. Daca
f"(z) <0,Vz € I, atunci functia f este strict concavd pe I.

4.4.13. Definitie. Fie I C R un interval si f : I— R o functie. Spunem ca zy € I este punct de
inflexiune pentru f, daca exista ¢ > 0 astfel incat

i) (xo —€,w0 +€) C I (adicd ¢ este punct interior al intervalului I),

ii) functia f este continua in xy,

iii) functia f are derivatd in z¢ (finita sau nu),

iv) functia f este convexa pe (xg — €, xo] si este concava pe [xg,zg + €), sau invers.

4.4.14. Exemplu. i) Functia f : R— R, f(z) = 2% este derivabila de doua ori pe R,
1" (x) = 6z, pentru orice x € R. Din f” (z) < 0,Vz € (—00,0] rezultd cd functia f este concavd pe
intervalul (—o0,0], iar din f” () > 0,Vx € [0,+00) rezultd cd functia f este convexd pe intervalul
[0, +00). Functia f este continua in xy = 0, are derivata in 2y = 0 care este punct interior al lui R, agadar
zo = 0 este punct de inflexiune pentru f.

ii) Functia f : [0,27] — R, f (z) = sinx este derivabild de doua ori pe [0,27] si f” (x) = —sinz,
pentru orice x € [0,27]. Din f” (z) < 0,Vx € [0, 7] rezultd c& functia f este concava pe intervalul [0, 7],
iar din f” (x) > 0,Vz € [m,27] rezultd ca functia f este convexd pe intervalul [m,27]. Evident f este
continué in zo = 0 si are derivatd in 29 = 0 care este punct interior al intervalului [0, 2], asadar xg = 0
este punct de inflexiune pentru f.

4.4.15. Observatie. Conform definitiei punctului de inflexiune continuitatea functiei f intr-un
punct de inflexiune z( cat si existenta derivatei f’ (x¢) sunt esentiale.
—224+2,2<1

22 x>1
convexd pe [1, +00), este continud in 29 = 1, dar nu are derivata in xg = 1. Punctul 2y = 1 nu este punct
de inflexiune pentru f (de fapt (1, (1)) este punct unghiular al graficului functiei).

Inegalitatea lui Jensen. Pornind de la Definitia 4.4.1 i), notdnd 1 — ¢ = t1, t = 2 i observand c&
t1,t2 € (0,1),¢1 + to = 1, prin inductie matematica deducem ca dacd f este convexd pe I, atunci pentru
fiecare n € {2,3,...} are loc inegalitatea

4.4.16. Exemplu. Functia f : R —> R, f(z) = { este concava pe (—oo, 1] si este

fltizy +toxo + ... +tpxy) < tif(x1) +tof (x2) +... +tuf (@n),

pentru orice x1,Z2,...,Z, € I gi orice t1,ta,...,t, € (0,1) cuty +ta+ ... +t, = 1.

Acest rezultat este numit Inegalitatea lui Jensen. Pentru functii strict convexe inegalitatea este
strictd. Pentru functii concave (strict concave) inegalitatea este inversati.

4.4.17. Exemplu. In continuare considerim unghiurile masurate in radiani si aratam ca:

3V3

i) pentru orice triunghi ABC este valabild inegalitatea sin A + sin B 4 sin C' < 5

A B C D
ii) pentru orice patrulater ABCD este valabila inegalitatea sin Bl + sin 5 + sin 5 + sin 5 < 2V2.
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Fie f : [0,7] — [-1,1], f(z) = sinz. Calculdm derivatele functiei f'(z) = cosz, f” () = —sinz <
0,Vx € [0, 7], deci f este concava pe [0, 7] . Cu inegalitatea lui Jensen corespunzitoare lui n = 3, aplicatd

1 1 1 1
functiei concave f pentru x; = A,xo = Byxg = C gity =ty = t3 = 3’ adica f(gA + gB + §C’) >

1 1 1 1 1 1
gf(A)—i—gf(B)—l—gf(C),gciind ca A+ B+C =m, obt;inemsing > gsinA—l—gsinB—&—gsinC; cu

3
sing =5 dupé inmultire cu 3, rezulta inegalitatea i).
1
Fie g : [0,27] — [-1,1],¢9(x) = sing. Calculdm derivatele functiei g gi avem ¢'(x) = Ecosg,
1
g’ (x) = ~1 sin = < 0,Vz € [0,27], deci g este concava pe [0,2x]. Cu inegalitatea lui Jensen core-

spunzatoare lui n = 4, aplicata functiei concave g pentru 1 = A,x0 = B,z3 = C,xqy = D §i t; =
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

1 A 1 B 1 c 1 D
A+ B+ C+ D = 27, obtinem sin% > Zsin; + Zsin; + Zsin§ + ZSiHE; cu sin% =5 dupa
inmultire cu 4, rezultd inegalitatea ii).
Urmatoarele teoreme arata cateva proprietati importante ale functiilor convexe legate de continuitate
si derivabilitatea laterala.

4.4.18. Definitie. Fie I C R un interval si f : I — R o functie. Pentru zy € I fixat consideram

functia py, : I\ {zo} = R, pa, (2) = m%io(xo)

4.4.19. Teorema. Fie I C R un interval si f: I — R o functie.
1) Dacd functia f este convexd pe I, atunci pentru orice xo € I functia pantd p,, este crescatoare.

1) Daca functia [ este strict convexa pe I, atunci pentru orice xo € I funclia pantd p,, este strict
crescatoare.

numita functia panta.

Demonstratie. i) Functia f fiind convexa pe I, pentru orice z1,z2 € I si pentru orice ¢t € (0,1)
are loc f((1 —t)x +txa) < (1—1t) f(x1) +tf (z2). Fie zg € I fixat si fie 21 < g € T\ {zo}. Ardtam
C8 Pay (1) < Pay (z2), adica

f(x1) = f(xo) _ f(x2) — f(20)

T1 — %o - T2 — X0

Privind pozitia numerelor x1, xo fata de xy deosebim trei cazuri.
o . T2 — T1 xr1 — Zo . . o 1s
a) Dacd z9p < 1 < zo atunci are loc 7 = zo + ro §i pe baza inegalitatii din
T2 — X0 T2 — Xo

To — X T —T
definitia functiei convexe obtinem inegalitatea f (z1) < ——— f (z9) + ———> f (22) echivalentd cu
— X X9 — X

1-t te(0,1)
o) = F o) < P21 ) = f o), adica L PN =S 0) T 2 T o)

o — T2 To — T
r +

b) Dacd 1 < x2 < =z atunci are loc zo = 1
o — 1 o — T

lxo si pe baza inegalitatii din
1

To— T To— T
definitia functiei convexe obtinem inegalitatea f (z2) < 0 2 f(z) + 2 ! f (zo) echivalentd cu
To — T1 Ty — T1
——

te(0,1) 1-t

(f (22) — f (o)), adica LT =T (w0) [ (@a) = [ (@o)
To — T1 T — X To — T
T2 —xox ro — T1

To — T2

J(w2) = f(z0) <

¢) Dacd 21 < xo < 22 atunci are loc z¢ = T2 §1 pe baza inegalitatii din definitia

1
T2 —T1 T2 — T1

To— To— T
functiei convexe, obtinem inegalitatea f (o) < ———2 f (x1) + —— L f (x3), echivalentd cu
L2 —T1 L2 —T1
——

1-t t

<$2x0 - xx) Fw0) < 220 f (ay) + 222 f (),

T2 — T T2 — X1 T2 — X1 T2 — X1
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ceea ce se scrie (z2 — o) (f (x0) — f (z1)) < (xo — x1) (f (z2) — f (20)), adica

f(x1) = f(zo) _ f(x2) = f(20)

< .
T — Tg Ty — o

4.4.20. Observatie. In mod aseménitor se demonstreazi ci daci functia f este (strict) concava
pe intervalul I, atunci pentru orice z¢ € I functia panta p,, este (strict) descrescitoare.

4.4.21. Teorema. Fie I C R un interval gi f : I — R o functie. Daca functia f este convexa pe I,
atunci f este continua in fiecare punct interior intervalului.

Demonstratie. Fie xzg € I, situat in interiorul intervalului /. Ardtam ca functia f, convexa pe I,
este continud in xg. Cum x( este punct interior lui I, exista € > 0 astfel incat (xg — €, z¢ + €) C I. Notand

€ € . o . o . .
—=a,x0+ - =0b, avem a < 29 < b si [a,b] C I. Daca functia f este convexa pe I, atunci functia

2 2
pantd pa, : I\ {zo} — R,ps, (2) = W este crescitoare, agadar pentru orice x € [a,b] \ {zo}
—To
fla) = flxo)  f(z) = flzo) _ f(b) — f(20)

a— xp - T — To - b—xo

f(a) = f(w0) ‘f(b) — [ (w0)

a— Tg b—xo
|f (@) = f(z0)| < M |z — 20| ,Vz € [a,b] \ {zo},

de unde rezulta continuitatea functiei f in punctul zg.
4.4.22. Teorema. Fic a,be R, a<b i f:(a,b) = R o funclie convezxd pe (a,b). Atunci are loc
i) fl(z) € R,Vz € (a,b),
ii) f}(z) € R,Vx € (a,b),
i) functiile f.: (a,b) — R, f7: (a,b) — R sunt crescdtoare,
) fi(z) < fq(x), Ve € (a,b).

Demonstratie. i), ii) Fie zg € (a,b) fixat. Cum functia f este convexa pe (a,b), functia panta

o —

are loc

Daca notam M = max {‘

} , deducem

Do & (@, 0)\{z0} = R, ps, (z) = f@) = f (o) este monotona (crescatoare) pe multimea (a, o) U (2o, b),
T — X0
asadar functia p,, are limite laterale finite in punctul z: zhl?o Do () € R, zllrglo Dz, () € R. Utilizam
<z xz>x(Q
definitia derivatelor laterale si obtinem
o fe) = fwe) : - f(x) = f(=0)
fe (o) = mlljglo W = mlLIg}Opmo (z) € Rsi f(wo) = JLQ}O W = zhgyopmo (z) eR

z<z( z<zq z>xzq

ii), iv) Fie 21,22 € R, 21 < 2. Ar&tam ca f (x1) < fl (z2) . Utiliz&m functiile pantd

Pa, + (@,0)\ {21} — R,py, (2) = %ﬁ Ha b))\ e} = Rope, () = %

Deoarece f este convexa pe (a,b), functiile p,,, p., sunt crescitoare, asadar considerand z’, z” astfel ca
) ) 1 2 ) 9

(@) — f(x1) J (") = f(21) f (") — f(x2)

a <z <z <z’ < 29 avem < < . Prin trecere la limita
' —x ! — xq ! — x9
) — f(x ") — f(x
pentru &’ — x1 si 2”7 — x5 obtinem lim fa) = fa) < lim M, adica f! (z1) < fl (z2).
o/~ ' —x ! —wy ' — x : :
z/ <xq FURS DY

Pentru a ariita cd f (x1) < f} (z2) se procedeazd in mod aseméanator.
Prin trecere la limt& pentru ' — x7 si pentru z”/ — x1 obtinem

e L@ = f@) L fE @)

@/ =y ' —x Tl " —xy
! <z x>z

)

adica f, (x1) < f (z1).
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4.5 Formula lui Taylor

4.5.1. Definitie. Fie I C R un interval, n € N* fixat si f : I— R o functie derivabila de n ori in
punctul zy € I. Functia T, : R — R,

f" (o)
1!

f// (1,0)

J) ()
S Sl
2!

k!

f(n) (z0)

n!

T, (z) = f (x0)+ (z — mo) + (z —x0)* +. (x —z0)"+.. .+ (z — x)"

se numeste polinomul lui Taylor de ordinul n atasat functiei f si punctului zy. Pentru « € I
notand f(z) — T,,(z) prin R, (z) are loc f(z) =T, (z) + R, (x)Vx € I, adica

' (k)

f// (xo)
2!

(x —x0)" + Ry (z),Vo € I

fx) = f(zo) +

(x —z0) +

(n)
e

formula numita formula lui Taylor corespunzatoare functiei f si punctului zg.

Functia R, : I— R, R,,(z) = f(z) —T,(x) se numeste restul de ordinul n al formulei lui Taylor.

Deoarece polinoamele sunt functii convenabile din punct de vedere computational, avem interesul
sd aproximdm numdarul f (x) prin T, (x), respectiv functia f prin polinomul T,,. Comportarea restului
R, (z) pentru x € I ne aratd calitatea acestor aproximari.

Urmatoarele doud teoreme ne ofers reprezentari ale restului R, ().

4.5.2. Teorema (Formula lui Taylor cu restul lui Peano) Fie I C R un interval deschis, n € N*
fizat si f : I — R o functie derivabila de n ori in punctul xg € I. Atunci existd o functie ¢ : I — R
continud in xg, cu @ (xg) =0, astfel incdt

I’ (20)

" (k)
1! ! (xO)(CU—J?o)Q—&—...—Ffi(xO)

2! k!
) (Z‘ — "7:0)

(x —x0) + ...

f(@) = f(xo)+

(n)
+ 1 nExO)' (x —x0)" + o (z

(x —x0) +

n
Ve el

Demonstratie. Definim functia ¢ : I — R astfel:

f(x) =T (x)

o (z) = n! @z dacd x € T\ {zo}
0, daca = = =z,
unde
/ " (k) (n)
Ty (z) = f (o) + ! gfo) (x — xo)-l-if 2(!3:0) (z —z0)+.. .—|—7f kgxo) (z —20)" +.. .—&—7]6 ngmo) (x — )" .

Aratam ca functia ¢ astfel definita are proprietitile mentionate in teorema. Calculam

ln'f (z) = Ty (z)

T, () + i@ (@) (@ = w0)" =T (2) + i (z — x0)"

" (x —x0)" = f(z),Ve eI\ {xo}.

Calculam
lim ¢ () = lim n!M = n! lim f(@) ~ T (@)

T—Io T—xo (1‘ — l‘o)n T—To (37 — SL'())n

utilizand teorema lui Cauchy privind calculul limitei unei fractii cu ajutorul derivatelor de ordin superior,
Teorema 4.3.4. Avem

lim (f (¢) - Ty (2)) = f (20) — T (w0) = f(x0) — f (x0) = 0, lim (& — 20)" = 0.

T—x0 T—x0
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Functiile R(z) = f(z) — T, (z),Q (z) = (z — x0)" sunt derivabile de n ori in punctul x¢. Calculand
i )( 0) = f®F)(x0) rezulta R® (z0) = 0,Vk € {0,1,2,...,n}. Evident Q" (29) = 0, pentru orice
ke{0,1,2,...,n —1} si QM (2¢) = n! # 0. Pe baza teoremel mentionate obtinem
. R (x) R™ () 0
1 =n!li =nl =nl— =0.
A e =l o) =M () ~ "
Comparam cu ¢ (zg) = 0 si egalitatea lim ¢ () = ¢ (z¢) ne spune ca functia f este continud in punctul
T—XT0
Zg.
4.5.3. Observatie. In ipotezele teoremei exista o functie ¢ : I— R continud in zq, cu ¢ (z9) = 0,
(x — x0)"

astfel incat restul de ordinul n al formulei lui Taylor se reprezintd R, (z) = ¢ (z) '
n!

4.5.4. Teorema (Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange) Fie I C R un interval deschis. Fie

n € N fizat. Daca functia f: 1 — R este derivabild de n+ 1 ori pe I, atunci pentru orice doud puncte

distincte din I, x,xg € I,x # xq, exista cel putin un punct & situat strict intre x si xo astfel incat

' " (B) (g
flx) = f(=o)+ / 5!0) (x —x0) + / 2(! 0) (:C—xo)Q—&-...—l—fT(!O)(m—xo)k—&-...
™) ( (n+1)
+ e ar s L e

Demonstratie. Fixdm x,z9 € I,x # xg. Determinam A € R din conditia R, (z) = A (x — a:o)n+1

unde Ry, (x) = f () — T, (x) si apoi consideram functia ¢ : I— R,

f/ ¢ f// t f(k)
o) = £ 0+ 70 D U

Prin calcule simple gisim ¢ (z) = f (x),
® (LUo) =T, (.’L‘) + A (:17 - xO)nJrl =T, ({L‘) + Rn(x) = f (:E) )
asadar ¢ (z) = ¢ (z0).

Din faptul ca functia f este derivabila de n + 1 ori pe I rezulta ca functia ¢ este derivabila pe I :

)

f“”()

(x =)+ '+ + 4.+ (w = )"+ A=)

¢ t) = f'(t) - f/l(,t) + f//lft) (z—1t) — %2@4) + fl;,(t) (=17 +... - f(lzl(t)k(:c—t)’“_l +
(40 (1) A0 LI :
fT(x—t)kJr...—Tn(:cft)"_l+T(x—t)"—A(n+1)(x—t)",Vt€I
JOD@) Ly '
¢ (t) = T(x—t)"—A(n+1)(x—zt)",v1te].

Cu privire la f{mct;ia ¢ sunt indeplinite conditiile teoremei lui Rolle pe intervalul [z, z¢] daca = < zo,
respectiv pe intervalul [zg, 2] dacd x¢ < x, deci exista cel putin un punct £ situat strict intre x i zo astfel

(n+1)
incat ¢’ () = 0. Ultima relatie se scrie fi'(g) (x=8"—AMn+1)(z—&" = 0 si de aici obtinem
n!

(n+1) o
= W Prin urmare R, (z) = f(n+1()§') (x — xo)"“ .
4.5.5. Observatie. In ipotezele teoremei exista £ situat strict intre x si o astfel Incat restul de
(n+1)
ordinul n al formulei lui Taylor se reprezinta R, (x) = f(+1()§;) (z — HCo)nH .
n !

4.5.6. Observatie. Pentru f si n date, punctul £ evident depinde de x si x¢. Punctul £ se mai
poate reprezenta in forma & = zg + 6(z — ) cu 6 € (0, 1) convenabil ales.

4.5.7. Observatie.Teorema precedentd pentru n = 0 coincide cu teorema lui Lagrange.

Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange in cazul particular £y = 0 ne da urmatorul rezultat.

4.5.8. Teorema (Formula lui MacLaurin) Fie I C R un interval deschis si 0 € I. Fie n € N fizat.
Daca functia f: I — R este derivabild de n+ 1 ori pe I, atunci pentru orice punct = € I,x # 0 existd
cel putin un punct & situat strict intre x si 0 astfel incat
[ 0 fB0) 4 F(0)

(n+1)
ER AP 24—k 4 a:"+f <£)x”+1.

fl@)=f(0)+ 1! 2! k! n! (n+1)!
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4.5.9. Exemplu. i) Scriem formula lui MacLaurin de ordinul n pentru functia f : R — R, f(z) = €*.

Calculam f*) (z) = e, Vk € N, f*) (0) = €° = 1,Vk € N. Obtinem formula
eé

R TR R S i
e = —Z — X —T — T X
DY k! n! (n+1)!"

unde ¢ este situat strict intre x si 0.
ii) Scriem formula lui MacLaurin de ordinul 2n pentru functia f : R — R, f(z) = sinz.
0, daca k =2j
(k) :«( E) P FO) :-(E): ) J
Avem f) () sin x+/<:2 VE € N, si f5)(0) sin k2 (1Y, daci k=25 +1°
Obtinem formula

, 11, S . 1 ~
= —o— 24 (1) @D () !
S TR T e 7 3 T R s A oo
sin (5 (20 +1) f)
+ (=) 2 g2+l
(2n+1)!

unde £ este situat strict ntre x si 0.
iii) Scriem formula lui MacLaurin de ordinul 2n — 1 pentru functia f : R — R, f(z) = cosz.
0, daca k=25+1
< (k) _ ( f) i £(B) (0) = ( I) = e J )
Calculam f\") () = cos x+k2 ,Vk € N, deci f*) (0) = cos k2 (1Y, dach k = 2
Obtinem formula

_ L, L 4 J 1 (29) n—1 1 2n—2
cos (§ +nm) ,
)t T p2n
e o

unde ¢ este situat strict intre x si 0.
iv) Aproximam numarul /e utilizand formula i) cu n = 3:

2 3 4
11 1/1 1 /1 et (1 1
10 = 10:]_ _— —_ —_ — —_ _— —_ —_—
Ve=e +1!10+2!<10> +3!(10) +4!<10> Ty

Prin omiterea termenului rest rezulta aproximarea

11 11 . 6631
+§E, deci 1%%7

11
Vex~1+—— .
Ve * * 6000

1110 ' 2'102

Eroarea comisa la aceasta aproximare se delimiteaza prin inegalitatea

1
1| _eld1 el 31 1
41104 41 10% ~ 4110% T 4110 80000
) Organiziam polinomul P(z) = 22° — 42* 4 72% 4 2z — 3 ca sumi de puteri ale binomului (z + 2).
In acest scop utilizam formula lui Taylor de ordinul 5 cu zg = —2.
P’ (-2 P (-2 P® (-2 PW (-2
P(z) = P(-2)+ (1, ) (m+2)+#(m+2)2+%(m—&-Q)g—i—#(aﬂ-Q)zl
PG (—2 p(6)
755 )(x+2)5 + 6,(5) (z+2)°,

unde ¢ este situat strict intre x si —2.
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Calculam P (—2) = —11 si derivatele P’ (z) = 10z* — 122% + 142 + 2, P (z) = 4023 — 24z + 14,
PO () = 12022 — 24, PW (z) = 240z, PO) (x) = 240, P (z) = 0; Obtinem P’ (—2) = 86, P" (-2) =
—258, P() (—2) = 456, P (—2) = —480, P®) (—2) = 240, P©) (¢) = 0. Scriem formula lui Taylor

—258
2!

456
B

—480
41

24
(z+2)" + 5—? (z+2)° + gxﬁ.

p@y:fn+§?m+ay+ (427 + o (@+2° +

Deci

22° —4z® + 722 + 22 —3 =2 (x4 2)° — 20 (z + 2)* + 76 (x + 2)° — 129 (z + 2)* + 86 (z + 2) — 11.

4.6 Caracterizarea punctelor de optim ale unei functii cu aju-
torul derivatelor

Consideram o functie f : D C R — R derivabila intr-un punct z din interiorul multimii D. Teorema
lui Fermat afirma cd daca functia f are optim local in z¢, atunci f’ (z¢) = 0. Din f’ (2) = 0 insd, dupa
cum ne arata i Exemplul 4.2.6, nu rezulta ca xy este punct de optim local pentru f.

Urmatoarea teorema ofera conditii suficiente pentru puncte de optim local apeland la derivatele de
ordin superior ale functiei f in punctul zg.

4.6.1. Teorema. Fie I C R un interval, xo un punct interior intervalului I, n € {2,3,---} fixat gi
f: I — R o functie de n ori derivabila in zo cu

f/ (xo) = f” (.’Eo) =..= f(nil) (1’0) =0, f(n) (xo) # 0.

Au loc urmatoarele afirmatii:
i) Dacd n este numdr par atunci xq este punct de optim local relativ la I al functiei f, si anume
-~ dacd ™ (x0) <0, atunci xq este punct de mazxim local,
- dacd ™ (x0) > 0, atunci xq este punct de minim local.
1) Daca n este numdr impar atunci xo nu este punct de optim local relativ la I ol functiei f.
Demonstratie. Functia f este derivabila de n ori in punctul xg. Scriem formula lui Taylor atagata
functiei f si punctului z¢ cu restul lui Peano

/ " (k)
fl@) = ﬂmHJf?Mwm@+fywu—mf+m+57$9u—mf+m
(n) — )"
+ f7 () n(!xo) (x —x0)" + ¢ (x) @ —20) nifo) Nz el
cu functia ¢ : T — R continui in z¢ si ¢ (20) = 0. Inlocuim aici f (z¢) = f” (x¢) = ... = f (z9) =0
si obtinem
(n) NG

F@) = F o)+ ) (o gy o) E e e,

adica

F@) — £ @o) = [ o)+ o )] P vae

Ardtam ci existd o vecindtate a punctului zo pe care functia f(™) (z¢) + ¢ (z) de variabild z are
semnul constant.
Functia ¢ continud in punctul z cu ¢ (rg) = 0 are limita lim ¢ (z) = 0 si rezultd ca

T—T0

lim £ (w0) + ¢ (2)] = £ (z0).

T—T0

Conform ipotezei f() (o) # 0.
Daca f(" (z9) < 0 atunci avem lim [f™) (zq) + ¢ (z)] < 0, inegalitate care implicd existenta unei
r—xo

vecindtati U a lui xg astfel ca ™) (z0) + ¢ (2) < 0,Ye € INTU \ {xo}.
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Daci f™ (z9) > 0, atunci avem lim [f™ (z) 4+ ¢ (2)] > 0, inegalitate care implica existenta unei
T—xg

vecindtiti U a lui xg astfel ca ™) (zo) + ¢ (x) > 0,Ye € INU \ {zo}.

. < < (z—2
i) Daca numarul n este par, atunci 7'0 >0,Vz eI
n

In cazul (™ () < 0 pentru orice z € INU are loc

(x — x0)" <.

[ @) = £ (@o) = [1 (o) + ¢ (a)]
Asadar f (z) < f (w0),Vx € INU, deci x¢ este punct de maxim local relativ la I al functiei f.
In cazul f(™ (2¢) > 0 pentru orice z € I N U are loc

(@—z0)" _

f (@) = £ (o) = [£ (w0) + o ()]

n!

Asadar f (z) > f (zo),Vx € INU, deci z¢ este punct de minim local relativ la I al functiei f.

(x — 20)"
|

realizeaza atat valori negative cat si valori pozitive. Diferenta

ii) Dacd numérul n este impar, atunci functia cu variabila x 1n orice vecinatate a lui g

(x — x0)"
f @) = £ (@o) = [ (@o) + o ()| 10
cu variabila z, pe nici o vecinatate a lui x¢ nu pastreaza un acelagi semn, prin urmare xy nu este punct
de minim local si nici punct de maxim local al functiei f relativ la I.
4.6.2. Exemplu. i) Determinim punctele de optim local ale functiei f : R — R, f (z) = z3¢”.
Calculam derivatele

f(z) = (322 +2%) e”, f" (z) = (62 + 62° + 2°) €, f (z) = (6 + 18z + 92° + 2°) €”

Punctele de optim local ale functiei f, conform teoremei lui Fermat, se gasesc printre punctele stationare
ale functiei, adica printre solutiile ecuatiei

f@)=0& (32> +2°)e" =0 2y = 0,20 = —3.

Din f'(0) =0, f (0) = 0, f"” (0) # 0, deoarece numérul de deriviri n = 3 este numar impar, rezulta
ca 1 = 0 nu este punct de optim local al functiei f.

Din f'(-=3) = 0, f” (—3) # 0, deoarece numarul de derivari n = 2 este numér par si f” (=3) > 0
rezulta ca xo = —3 este punct de minim local al functiei f.

ii) Determindm punctele de optim local ale functiei g : R — R, f (x) = z*e*. Calculam derivatele

g (z) = (42 + %) e”, ¢" (z) = (122% + 823 + 2) €®, ¢ () = (24x + 3627 + 1223 + 2*) €?,
9@ (z) = (24 + 967 + 7222 + 162° + %) €”.

Punctele de optim local ale functiei g, conform teoremei lui Fermat, se gasesc printre punctele stationare
ale functiei, adica printre solutiile ecuatiei

g @)=0& (12’ +a')e" =0& a1 = 0,20 = 4.

Din ¢’ (0) = 0,¢” (0) = 0,¢" (0) = 0, g (0) # 0, deoarece numirul de derivari n = 4 este numar
par i g™ (0) > 0, rezultd ci z; = 0 este punct de minim local al functiei g.

Din ¢’ (—4) = 0, f” (—4) # 0, deoarece numarul de deriviri n = 2 este numér par si f” (—4) < 0,
rezulta cd xo = —4 este punct de maxim local al functiei g.



Capitolul 5

Functii integrabile Riemann si
primitive

5.1 Functii integrabile. Integrala Riemann.

Notiunea de integrala a aparut din necesitatea practica de a calcula aria unor figuri plane gi de-a
rezolva anumite probleme de mecanica. Pana la definitia actuala a integralei datd de Riemann (1854)
si-au adus contributia la aceasta definitie mai multi matematicieni: Newton, Leibniz, Cauchy. Ulterior,
conceptul de integrala a fost extins de Stieltjes si Lebesgue, iar in secolul al XX-lea au aparut noi
generalizari ale integralei datorate lui Denjoy, Peron, Kurzweil-Henstock, integrale care nu mai constituie
obiectul studiului din aceasta carte.

5.1.1 Definitie. (Diviziune a unui interval compact). Fie a, b € R, a < b. Se numeste
diviziune a intervalului compact [a,b], multimea ordonata de n + 1 puncte g, x1, z2, ..., 2, € [a,b],
notata

A= (20, T1, .y Tp—1,Tn),

cu proprietatea
a=20< 2 <To<...<xp_1 <, =>

Vom nota cu Divia, b] multimea tuturor diviziunilor intervalului [a, b].

5.1.2 Definitie. (Norma unei diviziuni). Dac& A = (z¢,z1,...,2,) este o diviziune a interva-
lului [a, b], se numeste norma a diviziunii A, numarul notat v (A) si reprezentand lungimea celui mai
mare interval partial [z;, z;41] determinat de diviziunea A, adica

v(A) := max{x; — 29, T2 — T1,..., Ty — Tp—1} = max{x; —x;_1}.
1<is<n

5.1.3 Exemplu. Fie intervalul [0, 1] si consideram doud diviziuni ale acestui interval

11 113
Av=(0221): Ag=(0,-,221).
1 <Oa3727 >7 2 <0a4a2a47>

Normele acestor diviziuni sunt

5.1.4 Observatie. Pentru orice £> 0, putem gési o diviziune A a intervalului [a, b] aga ca v(A) < e.

—a c e e . .
< g, atunci diviziunea prin
n

Intr-adevar, daca e> 0 si n este un numar natural astfel incat

puncte echidistante

P 2y B )

n n . n
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—a
are proprietatea cad v (A) = <e.
n

5.1.5 Definitie. Fie A, A’ €Div [a, b], doud diviziuni ale intervalului [a,b]. Spunem c& diviziunea A,
este mai find decat divizuinea A’ i scriem A’ C A sau A D A’; daca A contine toate punctele diviziunii
A’ si eventual si puncte in plus.

5.1.6 Teorema. Dacd A este o diviziune a intervalului [a,b] mai find decit A', adicd A D A/,
atunci v(A) < v(A').

5.1.7 Observatie. Reciproca teoremei 5.1.6 nu este, in general, adevarata, dupa cum se vede in
exemplul urmator:

11
A € Di 1],A = |
S IV[O, ]a (07372a > )

A’ € Div[0, 1],

/_ 1 /_§
A —(0,4,1) , U(A)—4.

Avem v(A) < v(A'), dar A nu este mai find decat A’.
5.1.8 Definitie. (Sistem de puncte intermediare). Fie A := (zg,21,...,2,) o diviziune a
intervalului [a,b], a < b. Multimea de puncte & = {&1,&s,...,&,} cu proprietatea ci

& € [xi—1,24], oricare ar i i =1,n,

se numeste sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A. Evident, pentru o diviziune A data,
exista oricate sisteme de puncte intermediare asociate lui A. Vom nota cu P(A), multimea tuturor
sistemelor de puncte intermediare asociate diviziunii A.

5.1.9 Definitie. (Suma Riemann). Fie f : [a,b] — R o functie, A := (29,21, ...,2,) o diviziune
a intervalului [a,b] si & = {£1,&2,...,&n}, un sistem de puncte intermediare asociat lui A. Se numegte
suma Riemann (sau suma integrald Riemann) asociata functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare £, numarul

o(f,0,8) = f(&) (@i — 1) (5.1.1.)
i=1

Este evident ca, pentru functia f : [a,b] — R, se pot construi o infinitate de sume Riemann, avand in
vedere cd exista oricate diviziuni A ale intervalului [a, b] si pentru fiecare diviziune aleasi, exista oricate
sisteme & de puncte intermediare asociate.

5.1.10 Observatie. Daci presupunem ca intervalul [a, b] este degenerat, adicd a = b, atunci orice
diviziune A €Div][a,b] contine puncte identice. Asadar, z; =a, i = 1,n, z; —x;—1 = 0gio(f,A,§) =0.

5.1.11 Definitie. (Functie integrabild, integrala Riemann). Spunem ca functia f : [a, b] — R
este integrabild Riemann pe [a, b] (sau simplu, integrabild) daca existd un numaér real I cu propri-
etatea ca pentru orice € > 0 exista un d(¢) > 0 astfel incat pentru orice diviziune A a intervalului [a, b],
cu v(A) < § i orice sistem de puncte intermediare £ = {&1,&2,...,&,} € P (A), sd avem

lo(f,A,8) 1| <e. (5.1.2)

Numaérul I se numeste integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a, b] si se noteazé

b
I::/f(a:)dm. (5.1.3)

In aceasta notatie a, b se numesc limite de integrare, a se numeste limita inferioara, b se numesgte
limita superioara, f este functia de sub semnul integrali (sau functia de integrat), 2 se numeste
variabila de integrare, iar dx arata deocamdata care este variabila de integrare

5.1.12 Observatie. Este ugor de aratat ca exista cel mult un numar I care sa satisfaca relatia
(5.1.2) si daca pentru orice I € R, exista € > 0 astfel incat pentru orice § > 0 s existe A €Div[a, b] cu
v(A) < 0 siun € P(A) Incat

|O—(f7A7£)_I‘ > &,
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atunci functia f nu este integrabild Riemann.
Intr-adevar, daca ar exista doua numere I si I> care sa satisfacd definitia 5.1.11 atunci pentru orice

> 0 avem
| —L|=|L—-0(f,A¢)+0 (f,A¢) -] <

Slo (f,A8) Ll +]o (/A8 — | <e+e=2e,

deci Il = IQ.
5.1.13 Exemple. 1°. Functia f : [a,b] — R, f(x) = k = constant, pentru orice x € [a, b], este
integrabild pe [a, b] si avem

/f(a:) dz = /kda: — k(b a). (5.1.4)

intr—adevér, daca
A = (zg,21,...,2,) € Divia,b]

52{517£27"'7£n} GP(A)v

suma Riemann asociata lui f, A, &, este

o(f,8,8) = Y [l wi—mia) =

= Zk(l’z —x;1) = k(x, — 29) = k(b —a),

i=1
adica este constanta. Deci este clar c& luand I = k (b — a), pentru > 0, avem
o (£.0.8) = 1| = [k(b—a) —k(b—a) | =0 <&,

ceea ce aratd cd functia f este integrabild pe [a, b] si are loc (5.1.4).
20, Functia f : [a,b] — R, datd prin

- 0, dacd z € [a,b]NQ,
f(m)—{ 1, daca z € [a,b]\ @,

numita functia lui Dirichlet, nu este integrabild Riemann pe [a, b].

Sa presupunem contrarul, anume ci f este integrabilda Riemann pe [a, b]. Atunci, dupa definitia
5.1.11 exista I € R cu proprietatea ci pentru orice € > 0, exista § (¢) > 0 astfel incat oricare ar fi o
diviziune A €Div[a, b] cu v(A) <4 si pentru orice sistem de puncte intermediare £ € P(A) si avem

lo(f,A,8)-I]<e.
Sa presupunem ci sistemul de puncte intermediare £ = {&1,&9,...,&,} este format din puncte
rationale &1,&5,...,&,, & € [xi—1,2;], i = 1,n. Atunci

n

o (f,A,6) =Y f(&) (@i —xi1) =0,

=1

astfel ca pentru orice > 0.
lo (f,A8)-I|=[I]|<e. (5.1.5)

Sa facem acum alté alegere pentru sistemul de puncte intermediare, anume s ludm &/’ € [x;—1,2;] i = I,n
numere irationale. Atunci,

n n

o (fi88) =) fE)(@i—zim) =) (wi—@im1) =@n—20=b—a,

=1 i=1
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si atunci
lo(f,A6)—I=|b—a—1]|<e, (5.1.6)

1
pentru orice £> 0. Dacd ¢ = Z(b —a), cu (5.1.5) si (5.1.6) gasim

1
b—a:|b—a—I+I|§|b—a—I|+|I|<5—|—£:§(b—a),

adica am ajuns la o contradictie. Aceasta arata ca functia f nu este integrabila.

5.1.14 Teorema. Dacd functia f : [a, b] — R este integrabila Riemann pe [a, b], atunci funclia f
este mdrginita pe [a, b], adicd multimea {f(x) |z € [a,b] } C R este marginita.

Demonstratie. S& presupunem cd f este integrabild pe [a, b]. Atunci, existd I € R astfel incat
pentru orice € > 0, existd 6 > 0 aga incit pentru A := (xg,z1,...,2,) €Div|[a, b] cu v(A) <J si orice
E={&,8&,...,&} € P(A) sd avem

‘O'(f7A7£)7I‘ <Ee.

Daca luam € = 1 si fixam diviziunea A, ultima inegalitate se poate scrie
1-I<o(f,A8)<1+1. (5.1.7)

Sa presupunem prin absurd cd f nu este marginita pe [a, b]. Atunci existd un interval partial
[xg—1, 2] al diviziunii A pe care f nu este marginita, si zicem c& nu este majorata si astfel

sup {f(z) |z € [Tr_1, 2] — = +o0. (5.1.8)

Sa notam cu

W =

(&) f (&) (@i —mima). (5.1.9)
iZk

Deoarece pe [xg—1, k], f nu este marginita, putem alege punctul & € [zr_1, 2] aga ca

f(&) > i__ﬂ
k= Tk—1
De aici
@) (p —2p1) > T —w +2, (5.1.10)

si putem scrie
n

o (f,A8)= Zf(fi)(%‘ —zi—1) =w+ (&) (TK — TR-1) >

SwAl—w+2=T+2>1+1,

adica
o (f,A &) >1+1. (5.1.11)

Dar inegalitatea aceasta, contrazice inegalitatea (5.1.7) valabild pentru diviziunea A. Aceasta
contradictie aratd ci presupunerea ficutd, anume c& f este nemarginitd pe [a, b], este falsd si deducem
concluzia teoremei, cd functia f este marginita pe [a, b].

5.1.15 Observatie. Definitia integrabilitatii Riemann 5.1.11 nu este comoda in practica, pentru
a stabili dacd o functie este sau nu este integrabila, deoarece in aceasta definitie apare in mod explicit
integrala functiei, adica numarul I. De aceea, vom da cateva teoreme echivalente cu definitia 5.1.11,
teoreme care folosesc siruri de diviziuni.

5.1.16 Teorema. Fie f : [a, b] — R, a,b € R, a < b. Condifia necesard $i suficientd ca functia

b

[ sa fie integrabild Riemann pe [a,b] si [ f(z)dx = I este, ca pentru orice sir de diviziuni (Ay)p>1

ale intervalului [a,b] cu lim v (A,) = 0 i pentru orice sir (§™)n>1 € P(A,) de sisteme de puncte

n — oo

intermediare, sirul sumelor Riemann (o(f, A, &™) converge catre numdrul I.
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b
Demonstratie. “Necesitatea”: Presupunem ca f este integrabild pe [a,b] si I = [ f(z)dz. Atunci

pentru orice e> 0 exista §(e) > 0 aga ca si avem
lo(f,A,8)-1]<e¢, (5.1.12)

pentru orice A €Divla,b] cu v(A) <0 si orice £ € P (A). Fie acum (A,,) un sir de diviziuni ale lui
[a, b] cu proprietatea ca v (A,) — 0, cAnd n — oo i fie (£™) un gir de sisteme de puncte intermediare
& € P(A,), n € N*. Daca € > 0, din faptul ca v (A,) — 0, deducem ca exista un N(¢) € N asa ca
v(A,) < 0§ (¢) pentru n > N(e). Insi acum din (5.1.12), deducem ci

|U(f? Anvgn )_I| <g,
pentru orice n € N, n > N(e). Ultima relatie arata ca sirul (o (f, A,,&™)) converge citre I, adica

lim o (f,An, &) =1.

“Suficienta”: S& presupunem ci pentru orice sir de diviziuni (A,) cu v (A,) — 0, cind n — oo
avem o (f,A,,&") — I, pentru orice £ € P(A,,) dar ca f nu este integrabild pe [a, b]. Deci exista > 0
aga ca pentru orice 6> 0 existd A €Div|a, b] cu v(A) <6 si £€ P(A) asa incat |o(f,A,&)—I] > €. Sa

1
ludm § = —, n € N*. Atunci pentru n € N* existd diviziunea A,, €Div[a,b] cu v (A,) < — si existd
n n
& € P(A,) asa ca si avem
lo (f,An, &™) —1I|>c. (5.1.13)

Insd, deoarece v (A,) — 0, cind n — oo, din ipotezd, deducem cio(f,A,,&") — I, ceea ce
contravine inegalitatii (5.1.13).

Din aceasta teorema se deduce imediat urmatorul rezultat:

5.1.17 Corolar. Functia f : [a, b]— R este integrabila pe [a, b] daca si numai daca pentru orice sir
de diviziuni (A,,) ale intervalului [a, b] cu nhm v (A,) = 0 gi pentru orice sir ™ € P(A,,) de sisteme de

puncte intermediare asociate lui (A, sirul (o(f, Ay, &™)) este convergent.

5.1.18 Teorema. (Criteriu de tip Cauchy de integrabilitate Riemann). Functiaf:[a,b] — R
este integrabild Riemann pe intervalul [a, b] dacd si numai dacd pentru orice > 0 exista §(e) > 0 astfel
cd oricare ar fi diviziunile A', A" € Diva,b] cu v(A') < & si v(A") < § si oricare ar fi sistemele de
puncte intermediare £ € P(A"), & € P(A") avem

lo (f, A, &) —o (f,A",&")] <e. (5.1.14)

Demonstratie. “Necesitatea” Presupunem ca f este integrabila pe [a, ] gi fie e> 0. Atunci existd
I € R si existd 6(¢) > 0 astfel incat pentru orice A’, A” € Div[a,b] cu v (A') < §, v (A”) < § si orice
& e P(A), ¢ e P(A”) sa avem

o (A€ =TI <, |0 (F,A%€)-T|< 5.

Putem scrie

o (f,A8) o (f, A", ) = (o (f, A", 6) 1) + (I—U (f, A7, ¢")] <

<lo (£ AT +o (FA"€) 1] < 5 +5 ==,

adicd inegalitatea (5.1.14).

“Suficienta”: Presupunem satisfacutd conditia (5.1.14) si demonstram ca f este integrabila pe [a, b].
Fie (A,) un sir de diviziuni ale intervalului [a,b] cu v (A,) — 0 cand n — oo si &" € P(A,) un sir
de sisteme de puncte intermediare. Daca > 0, atunci exista § > 0 astfel incat A’, A” €Div[a,b] cu
v(A') <8, v (A") < § sipentru ¢ € P(A'), £ € P(A") avem

lo (f,A,8) —o (f,A",§") | <e.
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Din faptul ca v (A,) — 0, cand n — oo, existda N (¢) € N astfel ca pentrun > N (¢) sa avem v (A,,) < 4.
Fien, m € Nagacan, m> N (). Atunci v (A,) <dgiv(An) < siavem

|U (van’gn)_o' (faAﬂ’mfm)‘ <Ea

ceea ce dovedeste ca sirul (o (f, Ay, £™)) este un gir fundamental de numere reale si deci el este convergent.
Cu corolarul precedent se deduce ca functia f este integrabila Riemann pe [a, b].
O conditie oarecum simplificata, de integrabilitate Riemann, este data de

5.1.19 Teoremai. Functia f : [a, b] — R este integrabild Riemann pe intervalul [a, b] dacd si numai
dacd pentru orice e> 0 exista 0 (¢)> 0 aga incdt pentru orice diviziune A €Divla, b] cu v(A) < § gi
oricare ar fi sistemele de puncte intermediare &', €" € P(A), sd avem

o (f,A¢)—o(f.A8") ] <e.

Renuntam la demonstratie.

5.2 Criteriul de integrabilitate al lui Darboux. Clase de functii
integrabile

Vom da in cele ce urmeaza un criteriu de integrabilitate care foloseste aga numitele sume ale lui
Darboux.
Fie f : [a, b] — R o functie marginitd pe [a, b] si avand marginile

m :=inf {f(z) |z € [a,b] },
M :=sup{f(z) [z € [a,0] }.

Daca A = (zg,21,%2,...,%,) € Div|a,b], deducem ca f este marginitd pe fiecare interval partial
[€i—1, ;]. Vom nota atunci

m; = inf{f(x) |z € [xi—1,2]}, M; :=sup{f(x)|z€ [xi—1,2:]},

marginile functiei f pe [z;_1, ;], i = 1, n.
5.2.1 Definitie. (Sumele lui Darboux). Numerele reale

sa(f) s(f,8) = mi(zi—zi 1),
i=1

Salf) = S(£.4) ::Zmeﬁxi_m

se numesc suma inferioara Darboux asociata functiei f si diviziunii A, respectiv suma superioara
Darboux asociata functiei f si diviziunii A.

5.2.2 Teorema Dacd f: [a,b] — R este marginitd pe [a,b] si are marginile m, M atunci pentru orice
diviziune A €Divla, b] gi orice sistem de puncte intermediare § € P(A), avem

mb—a) <s(f,A) <o(f,A£) <S(f,A) <M(b-a). (5.2.1)

Demonstratia este imediata, daca se tine seama de definitia sumelor Darboux s (f,A) i S(f, A), a sumei
Riemann si de inegalitatile evidente

m<m; < f(&)<M; <M, i=1,n. (5.2.2)

5.2.3 Teoremd. Dacd diviziunii A:= (xg,x1,...,%,) €Diva,b] i se adaugd cel putin un nou punct
de diviziune atunci noua diviziune A’ €Div]a,b] este mai find ca Agi avem

s(f,A) <s(f,A"), S(f,A) < S(f,A). (5.2.3)
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Demonstratie. S& presupunem cd A’ = AU {c}, x;,_1 < ¢ < 2, adica,

I
A= (x07x17"'a-ri—lacaxia" '7x’ﬂ)'

n
Atunci in suma s(f,A) = > my(x; — ;1) numdrul m;(x; — x;-1) se inlocuieste cu mi(c — x;-1) +
i=1

mf (z; — ¢), unde
m! = inf{f(z) |z€ [xi_1,c] },m, == inf{f(z) |2 € [¢, ;] }.

si evident m; < m}, m; <m . Deci

mi(x,- — SCZ‘_1) = mz(xz —c+c— ﬂii_l) =
mi(x; —¢) + mi(c — xi—1) < mh(c—xi—1) + mf(z; — ¢).

Deducem ca
s(f,A) < s(f,A").

Analog se deduce cea de-a doua inegalitate din (5.2.2).
5.2.4 Teorema Oricare ar fi diviziunile A’; A" €Div [a,b] avem

s(f,A") < S(f,A") (5.2.4)

Demonstratie. Fie A’; A” € Div [a, b] si notdm A = A’UA”. Atunci este clar ca A D A’ si A D A”
si dupa teorema 5.2.3 avem

s(f, A7) < s(f,8) si S(f,A) < S(f,47).

De aici, deoarece s(f, A) < S(f,A) conform (5.2.1) avem s(f, A") < S(f, A”), adica inegalitatea ceruta.
5.2.5 Observatie. Dacd f : [a,b] — R este mérginitad, atunci multimile {s(f,A) | A € Div [a, )] }
si {S(f,A) | A € Divla,b]} sunt méarginite.
Afirmatia rezultd din inegalitatea (5.2.1).
5.2.6 Definitie. Daca f : [a,b] — R este marginitd, notdm

L(f) == sup{s(f, A) |A € Div[a,b] },

1(f) := inf{S(f,A) | A € Divla,b] }.

Numerele reale I(f), I (f) se numesc integralele lui Darboux inferioars, respectiv superioara. Din
aceasta definitie rezulta ca
s(f,A) <I(f) <I(f)<S(f.A). (5.2.5)
Mai mult, are loc
5.2.7 Teorema. Fie f :[a,b] — R marginita $i A €Div]a,b] o diviziune fizatd a intervalului [a,b].
Atunci

s(f.A) =inf{o (f,A,€)|£€P(A)}, (5.2.6)
S(f;8) =sup{o (f,A,§) [£€ P(A)}. (5.2.7)

Demonstratie. Fie A = (9,21, 22,...,2p) 51 €& = (&1,&2,...,&) € P(A). Din (5.2.1) deducem ca
s(f,A) <o(f,A&), pentru orice £€ P(A).

Sa ardtam ca s (f,A) este cel mai mare minorant al multimii {o (f, A,€) £ € P(A)}. Fie e> 0.
Dacd m; := inf{f(x) |z € [z;-1,2;] }, ¢ = 1, n, putem spune c& pentru fiecare i € {1, 2, ..., n} existd
& € [mi—1, x4, deci existd § = (§1,&2, ..., &, ..., &) astfel ca f(&) <m; +

inferioard. Atunci pentru acest & € P(A) avem

o caci m; este margine
—a

o (f,0,6) = fl&)(@mi—wi) <Y (mH‘ bf@) (i —wim1) =

i=1 i=1
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n

=3 mi(ei —wi1) + bfa N (2 —wia) = s(f,A) + e
1=1

i=1

Aceasta arati ci are loc (5.2.6). In mod analog se demonstreazi si (5.2.7).

5.2.8 Teorema. (Criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann). Fie f : [a,b] — R
mdrginitd. Functia f este integrabild Riemann pe [a,b] atunci $i numai atunci cand pentru orice > 0
existd un 0> 0 aga incdt oricare ar fi A € Div [a,b] cu v (A) < 4§, sd avem

S(f,A)—s(f.A) <. (5.2.8)

Demonstratie. Necesitatea: Presupunem ci functia f este integrabila si fie ¢ > 0. Atunci exista
d(g) > 0 astfel incat pentru orice A € Div [a, b] cu v(A) <§ si pentru orice &',&"” € P(A) avem (conform
teoremei 5.1.19)

(0 (£.0.€) —0 (1,AE)] < 5. (5.2.9)

Din teorema precedenta, cum s(f, A) si S(f, A) sunt marginile inferioars, respectiv superioara ale
multimii {o (f,A,§) [§ € P(A)} putem spune ca exista doua siruri de sisteme de puncte intermediare
(&™) 51 (&™) astfel incat

S(LA)= lim o (f,A.€).S(/,A) = lim o (f.A.8").
In plus, cum v(A) <4, cu (5.2.9) deducem ci
[o(£.8,6) = o(£,8,6") | < SneN.

De aici, pentru n — oo obtinem (5.2.8).
Suficienta. Dacd A €Div [a, b] s presupunem ca are loc (5.2.8) pentru orice e> 0 §i ¥(A) <d. Din
(5.2.5), avem
0<I(f)=L(f) <S(f,A)=s(f,A) <k,

pentru orice £> 0. Aceasta implica egalitatea
I(f) - I(f) = 0.
Fie I = I(f) = L(f), valoarea comuni. Atunci avem, cu (5.2.5)
s(f,A) <I<S(f,A), (5.2.10)
pentru orice A €Div [a,b]. Insd din (5.2.1) mai avem
s(f,A) <o (f,A &) <S(f,A), (5.2.11)

pentru orice A €Div [a, b] si £ € P(A) Cu inegalititile (5.2.10) si (5.2.11) putem scrie |o (f, A, &)—T] <
S(f,A) —s(f,A) < e, pentru orice A €Div [a,b] cu v(A) <0 si orice & € P(A). Aceasta dovedegte c& f
este integrabild Riemann pe [a, ] si

b
/ f@)de =1 =T(f) = 1(f).

5.2.9 Corolar. Daca f : [a,b] — R este marginita si dacd f este integrabilda Riemann pe [a, b] avem
b
1) =15 = [ f(@)da. (5212

b
Concluzia rezultd pe baza unicititii integralei I = [ f(z)dx, pentru o functie integrabila.
a

185
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5.2.10 Observatie. Daca notam w; = M; — m;, i = 1, n, oscilatia functiei f pe intervalul
[€;—1, z;] atunci

S(f,A)=s(f,A)= Z (M;—m;)(zi — zi—1) = Zwi (zi —wi1)
i=1 i=1
si criteriul lui Darboux se enunta astfel:
Functia f : [a,b] — R, mdrginitd, este integrabild pe [a,b] dacd si numai daca (V)e> 0, (3) 6(e) > 0,
astfel incat pentru (V) A € Div[a,b] cu v(A) <§, avem

Zwi(xi —x;q) <e. (5.2.13)
i=1

5.2.11 Observatie. Din teorema 5.2.8. rezulta ci f : [a,b] — R este integrabild Riemann daca si
numai dacd pentru orice sir de diviziuni (A,,) a intervalului [a,b] cu proprietatea cd lim v(A,) = 0 si

n—oo

orice gir (£§") de sisteme de puncte intermediare avem

lim S(f,A,) = lim s(f,A,) = lim o (f,A,,&") =1.

n—oo

5.2.12 Observatie. (Interpretarea geometrica a integralei Riemann). Fie f : [a,0)] = R o
functie continué (desi nu este obligatoriu) si pozitiva, si fie graficul siu

Gp:={(z,y) €eR?*|y=f(v), € [a,b]} .

Graficul G este arcul de curba AB situat deasupra axei Ox. Multimea de puncte 7" cuprinsa intre axa
Oz, graficul Gy si dreptele x = a, * = b se numesgte trapez curbiliniu. Se pune problema evaluarii
ariei trapezului curbiliniu 7', deocamdata acceptand pentru arie definitia data la liceu.

Fig 5.2.1.
Deoarece functia f este marginita pe [a, b], fiind continua, trapezul curbiliniu T'= ABba, este o multime
de puncte din plan, marginita. Fie A = (xg,z1,za, ..., z,) €Div[a,b] i in punctele diviziunii vom ridica
perpendiculare pe Ox. Daca pentrui = 1,2,...,n, notam

my; :=1inf {f(z) |z € [zi—1,2] }, M; =sup { f(z) |z € [ziz1, 2] },

vom considera dreptunghiurile avand ca baze pe z; — x;_1 si ca inaltimi, odata pe m; si apoi pe M;.
Ariile acestor dreptunghiuri vor fi, pentru dreptunghiurile mici incluse in trapezul curbiliniu,

m(x1 — xo), mo(xe — 1), ..., mp(Ty — Tp_1),
iar pentru dreptunghiurile mai mari, care au si parti exterioare trapezului curbiliniu,
My(z1 — o), Ma(22 —21), ..., My(2p — Tp—1).

Reuniunea tuturor dreptunghiurilor cu inaltimile m;, i = 1, n este un poligon P continut in trapezul
curbiliniu, avand aria

n
Aria P = Zmi(xi —x;-1) = s(f,A), (5.2.14)
i=1
iar reuniunea tuturor dreptunghiurilor cu inaltimile M;, i = 1, n este un poligon ) care contine in

intregime trapezul curbiliniu gi care are aria

AriaQ = zn:Ml(Z‘z - xi—l) =5 (f, A) (5215)

=1
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Evident, aceste arii sunt chiar sumele Darboux s(f, A), respectiv S (f, A). Asadar, ariile poligoanelor
P si @ aproximeaza, prin lipsa si respectiv prin adaos, aria trapezului curbiliniu. Aproximarea este din
ce In ce mai bund cand n cregte gi lungimile intervalelor [z; — x;_1] scad, adicd v(A) — 0 cand n — oo.

Considerand acum un gir de diviziuni (A,) ale intervalului [a, b], vom obtine doud siruri de poligoane
(P,), incluse 1n trapezul curbiliniu si (@), care contin trapezul curbiliniu, ariile lor fiind

Aria P, = s(f,Ap); Aria@, = S (f, An). (5.2.16)

Daca f este integrabila Riemann pe [a, b] atunci conform criteriului lui Darboux si observatiei 5.1.11
se deduce ca daca pentru sirul de diviziuni (A,,), avem v(A,,) — 0 cand n — oo, atunci

si deci

n—oo n—o0

b
lim Aria P, = lim Aria @, = /f(x)da: (5.2.17)

Asadar, in acest caz, deoarece
Aria P, < Aria T < Aria Q,,

se deduce c& trapezul curbiliniu T are arie (se spune ci este o multime masurabila) si aria sa este
b
Aria T = /f(x) dz. (5.2.18)
a

Sa observam ca putem aproxima Aria T gi cu o suma Riemann

U(fa An7£n) = Z f(gn)('r’t - 1'1;_1),

unde £" = {&1,&8, ..., &0} € P(A,), adicd cu suma ariilor dreptunghiurilor cu bazele z; —x;—1, i =1, n
si indltimile f(&), datorita lui (5.2.1).
Daca functia f : [a,b] — R nu este neaparat pozitiva, atunci

b
Aria T = / |f(z)| dx. (5.2.19)

Vom prezenta in cele ce urmeaza céateva clase de functii integrabile Riemann.

5.2.13 Teorema. Orice functie f : [a,b] — R continud, este integrabild Riemann.

Demonstratie. Fie f : [a,b] — R continud. Atunci ea este uniform continud (teorema lui Cantor)
si deci oricare ar fi > 0, existd d(e) > 0 asga Incat pentru orice z’, " € [a,b] cu | o' —z | < §, avem

e

| Fa) =1 < s

(5.2.20)

Daci ludm o diviziune A = (zg,21,...,2Z,) €Div]a,b] cu v(A) <, se deduce ca f este continud
pe fiecare interval partial [z;_1,x;] si pe baza teoremei lui Weierstrass, ea este marginitd si isi atinge
marginile pe fiecare [x;_1, z;]. Atunci existd punctele &, &/ € [x;—1,2;] aga incat

m; = nf{f(z) |z€ [vi1, 2] }=f(€)
M; == sup{f(z) | 2€ [z;—1, 2] }=f(£} ) .

Cu (5.2.20) vom avea

€
b—a’

M; —m; = (&)~ f(&) <

1=1,n.
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De aici rezulta

n

S(f,A) = s(f,8) = (M; —my)(w;i — zi1) az —xi-1) <&,

i=1 i=1

si pe baza criteriului lui Darboux, se deduce ca functia f este integrabild Riemann pe [a, b].
5.2.14 Teorema. Orice functie [ : [a,b] — R monotond, este integrabild Riemann.
Demonstratie. Fie deci f o functie monotona, de exemplu crescitoare pe [a,b]. Dacd
A = (zg,r1,...,7,) €Div[a,b] atunci f este crescitoare si pe [z;_1,x;], i = 1,n si deci m; = f(w;_1) si
Mi = f(l‘l) Atunci

S(f,8) = (£,8) =3 (M —ma)(wi = wima) = D [F(@a)=f (wi0)] (21 = i),

i=1

Ins# z; — x;_1 < v (A) pentru orice i = 1, n i atunci

S(F,A) = s(f.A) S v(A) D [f(@i) — flwim1)] = v(A)[f(b) — f(a)].

i=1
€
f) = f(a)
S(f7A) _S(f?A) <o [f(b) —f((l)} =6,
pentru orice diviziune A cu v(A) < §. Pe baza criterului lui Darboux se deduce ci f este integrabild
Riemann pe [a, b]. K

5.2.15 Observatie. In clasa functiilor monotone, deci integrabile pe[a,b] intrd si unele functii
discontinue. Daca notam D(f) multimea punctelor de discontinuitate ale functiei f : [a,b] — R, este
importanta structura multimii D(f) in studiul integrabilitatii functiei f.

5.2.16 Teoremd. O functie f : [a, ] — R mdrginitd $¢ avind un numdr finit de puncte de
discontinuitate, este integrabila Riemann.

Demonstratie. Este suficient sd presupunem ca f are un singur punct de discontinuitate ¢ €]a, ],
cdci in caz contrar vom descompune [a, b] intr-un numar finit de intervale, fiecare avand cate un punct
de discontinuitate.

Fiee>0agaca]c—e,c+¢e][C [a,b] sl atunci putem scrie

Fie acum e> 0 i d(¢) = Daci v (A) < d(e) atunci obtinem

[a,b] = [a,c—e]U]c—¢e,c+e [U[c+g,b].

Pe intervalele [a,c — €] si [c + €, ], functia f este continud si deci uniform continud Astfel ci pentru
e> 0, existd numerele d1(¢) > 0, da(e) > 0 aga incat pentru orice

2" €la,c—¢e]cu |2 — 2" | < §,avem | f(z') — f(2")] < e.

La fel daca
22" €letebleu |2f — 2" | < ba, avem | f(2) — f(2")| < e.

De aici, dacd § = min{dy, d2 }, rezultd cd pentru orice

22" €la,c—e]l U [e+e,b] cula’ —a"| <é,

avem
[f(z") — f(2")] <e. (5.2.20")
Fie A := (xg,21,...,2,) €Div][a,b] cu v(A) < §. Este clar cd o parte a punctelor de diviziune, sa
zicem Ty, Tpy1,...,&; € [c— ¢, c+¢]. Atunci vom avea
k-1

S(f,A)—s(f,A Z (M; —m;)(x; — zi—1)+
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+Z (Ml — ml)(ml — mi_l)—i— Z (Ml — ml)(xl — J}i_l). (5.2.21)
i=k i=jt1

In prima si in a treia sumi, utilizim (5.2.20%), iar in a doua suméa putem scrie
J
M;—m; <M —m si Z(ﬁﬁi—xi—ﬂ < 2,
i=k
unde
M :=sup{f(z) |z€ [a,b]},
m = inf{f(z) |z€ [a,b]}.

Atunci (5.2.21) ne da

>
|
—

S(f,A)—=s(f,A) = 6‘ (xi—zi—1)+(M_m)Z(zi_l'i—l)++€ Z (i —xi-1)

i=k i=j+1

ﬁ
Il
—

-

«
Il
-

< € ($171'1_1)+(Mfm)2€:

= eb—a)+2e(M —m)=c[b—a+2(M —m)].

Cum &> 0 este arbitrar, cu criteriul lui Darboux rezultd ca functia f este integrabild pe [a, b].
5.2.17 Teorema. Fie f, g : [a,b]— R cu proprietatile

19, f este integrabild Riemann pe [a, b];

20, g(x) = f(z) pentru orice x € [a,b]\A, unde A C [a,b] este finitd.

Atunci functia g este integrabild pe [a, b] $i avem

/b g(z)dz = /b f(x)dz. (5.2.22)

Demonstratie. Vom presupune, pentru simplificare, ca multimea A are un singur punct ¢, deci A
= {c}. Evident f este marginita, | f(z)| < M’, M’ > 0 si notdnd M = max{M’, | g(c)| }, atunci este
clar ca vom avea

| fx)] < M, |g(x)| <M, z € a,b]. (5.2.23)

Faptul cd f este integrabila, inseamna cd pentru orice > 0, existd un d(¢) > 0 astfel incat pentru
orice A €Div{a,b] cu v(A) < § si orice £€ P(A) s& avem

b

o (f,A,g)—/f(x)dx < g (5.2.24)

a

€
Alegem o diviziune A := (zg, 21, ..., 2Z,) cu ¥(A) < min {SW7 6} si un sistem de puncte intermediare

§={&,&2,...,6u} € P(A).
Dacé punctul ¢ este un punct al diviziunii A, fie ¢ = x;, atunci este posibil ca ¢ = &; sau ¢ =£;41.
Vom putea, scrie atunci, cu ipoteza 29

n

> (&) =9(€)(wi — mia)

i=1

|0(f,A,£)—0(g,A,§)\:

=[[f(&)—9(E) (x5 — xj-1) + [f(&541)—9(§+1)] (i1 — 25)] <
<[ f(&)—9E) | (w5 —zj-1) + | f(zj11)—9(j+1) | (25401 — 7)) <
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< ([fE) [+ 19&))v(A) + (f\(§j+1) |+ 19 (&) v(A) <
<4Mv (A)<AM- 8M g

Dacé punctul ¢ nu este punct de diviziune In A, fie atunci z;_1 < ¢ < z; si In acest caz ¢ ar putea
coincide cu &;. Cu ipoteza 20, putem scrie

|O-(faAa£)_o—(gaAa€)|:|f(£J) (gj)| ( — Tj— 1)<

< (1) |+ 19(6) 1) 1(A) < 2Mu(B) < T < 5.
Asadar, oriunde s-ar afla punctul ¢ in [a, b], putem scrie
|0(£.2.6) = o(g,A,8) | < . (5.2.25)
Folosind acum (5.2.24) si (5.2.25) avem
b
o9, A,€) - /f — o0, 8,8) = (£, 0,9 + 07, 8,6) - [ F(a)da| <

b

SW@AéwﬂﬂﬁA£H+tﬂﬂﬁf)*/ﬂ)m”<2+2<&

a

ceea ce arata ca g este integrabila pe [a, b] si are loc (5.2.22).
5.2.18 Exemplu. Functia g: [1,2]— R, data prin

2, dacax € [1,2],
g(w)Z{ 12!

5, daca © =2,

este integrabild Riemann pe [1,2] si
2

[ ota)da -

1

Intr-adevir, functia f : [1,2]— R, f(z) = 2 oricare ar fi 2 € [1,2], conform exemplului 5.1.13,1° este

integrabila si
2
/ flx 2(2-1)=2.
1
(x
sl

Pe de alta parte, avem f(z) = g(x
deducem ca g este integrabila pe [1,2] si

), pentru orice z € [1,2]\{2}. Aplicdnd teorema precedents,
avem

2

/M@dx—ifwwx—

1

5.2.19 Observatie. Teorema 5.2.17 ne permite sd modificim valorile unei functii f : [a,b]— R
integrabile, intr-un numar finit de puncte din [a, b], si functia obtinutd s& raméana tot integrabila si si
aiba aceeasi integrala ca si f.

Pentru a demonstra un nou criteriu de integrabilitate Riemann, criteriul lui Lebesgue, care
folosegte doar structura multimii punctelor de continuitate (sau discontinuitate) ale functiei, avem nevoie
de notiunile de multime de masura Jordan nula si de multime de masura Lebesgue nula.

5.2.20 Definitie. (Multime de masura Lebesgue nuld). Spunem ca multimea A C R este
de masura Lebesgue nuld (sau este neglijabild) daca pentru orice e> 0, exista o familie finita sau
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numarabila de intervale deschise I,, =] a,, b, [, care acoperd multimea A gi suma lungimilor lor este mai
mica decat e, adica

AC U]an,bn[; Z (b, — an) < g,
nely nely

unde Iy C N, este o submultime finita sau numarabila a lui N.

5.2.21 Exemplu. a) Orice multime numarabild din R este de masura Lebesgue nula. Intr-adevar,
fie girul A = (x,,) de numere reale, deci o multime numaérabila si si consideram intervalele
€

Tpt—0 },5>0.

€
In :::| n "o on
Ty gn 2.3n

Este clar ca
€ €
C nT 5 o, ) n a o
TLL_U:” 9.3n" +2-3n]

si

M8

deci sirul A = (z,,) este o multime de méasura Lebesgue nula.

b) In particular, multimea numerelor rationale QQ este neglijabila, de asemenea gi multimile N si Z.

Cu acest exemplu se deduce imediat c& si o multime finita {ag,as,...,a,} C R este de masurd
Lebesgue nula.

Pentru multimile din R de masura Lebesgue nula avem:

5.2.22 Teoremi. 1°. Orice submultime a unei multimi de mdsurd Lebesque nuld, este de mdsurd
Lebesgue nuld;

20, O reuniune cel mult numdrabild de multimi de mdsurd Lebesgue nuld este o multime de mdsurd
Lebesgue nula.

Demonstratie. Si demonstram doar propozitia 2. Fie (A,), n € N’, o familie finitd sau
numarabild de multimi de masurd Lebesgue nuld gi e> 0. Atunci pentru orice n € N’ (multime cel
mult numéarabild de indici), exista o familie cel mult numarabila de intervale I, =] af, b} [, k € N” C N,
astfel incat

n=1

n 7 : n n €
An C U Jag, by [ si Z (bk_@k)<27-

keN// kEN//
De aici se deduce ca

U 4.c | { U 1a7;7b2[},

nenN’ neN’ \keN"

o0
> (S w-a)< ¥ 5<ds-a
neN’ keN' nenN’ n=1
ceea ce aratd cd familia de multimi (Ay,),cn este de masura nula.

5.2.23 Definitie. (Multime de masura Jordan nuld). O multime A C R se spune ci este de
masurd Jordan nuld, dacd pentru orice £> 0, exista o familie finitd de intervale I, =] ax, b [, k=1, n
cu proprietatile

n

s

AC ]ak,bk[§i2(bk—ak)<€
k=1 k=1
5.2.24 Exemplu. O multime finitd A = {a1,as,...,a,} C R este de mésurd Jordan nula.

Intr-adevir pentru €> 0 sa luam intervalele:

I, = ] ak—i,akJri} s k= l,n.
n
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Vom avea
si

adica A este de masura Jordan nula.

5.2.25 Observatie. Este evident ca orice multime de masura Jordan nula este de masura Lebesgue
nuld, dar reciproca nu este in general adevarata.

5.2.26 Observatie. Se spune despre proprietatea P referitoare la punctele unei multimi A C R ca
are loc aproape peste tot (a.p.t) pe multimea A, dacid multimea punctelor din A in care proprietatea
P nu are loc este de masura Lebesgue nula.

De exemplu, spunem ci functia f : [a, b]— R este continud aproape peste tot pe [a, b], dacd multimea
punctelor de discontinuitate ale lui f are masura Lebesgue nuld (este neglijabila).

5.2.27 Exemplu. Functia f : R — R, datd prin f(x) = [z] (partea intreagd a lui ) pentru orice
z € R, este continua a.p.t. pe R deoarece multimea punctelor sale de discontinuitate este egala cu Z si
deci o multime de m&sura Lebesgue nula (exemplul 5.2.21.b).

5.2.28 Exemplu. Functia Dirichlet f : [0,1] — R, datd prin

B 0, daca z€[0,1]NQ
f(z) = { 1, daca z€]0,1\Q,

nu este continud a.p.t. pe [0, 1] deoarece multimea punctelor sale de discontinuitate este intreg intervalul
[0, 1], care nu este de méasurd Lebesgue nula.
5.2.30 Definitie. Daca f : [a,b]— R este o functie marginita pe [a,b] si D C [a, b]. Numarul

w¢(D) :==sup f(D)—inf f(D), (5.2.26)
se numeste oscilatia functiei f pe multimea D, iar daci x € [a, b] numéarul
wi(z) == inf{ws([a,b]N]z —r,z+7r]); r >0}, (5.2.27)

se numegte oscilatia functiei f in punctul z.

5.2.31 Teorema. Functia f : [a,b] — R, mdrginitd este continud in punctul xo € [a,b] dacd i
numai dacd wy(xg) = 0.

Demonstratie. Necesitatea. Functia f este continua in zy implica faptul ca pentru orice e> 0,
existd d(e) > 0 astfel incat pentru orice = € [a,b]N] ¢ — J, 29 + I [ sa avem

| f(z) = fzo) | < % (5.2.28)

De aici, dacd u, v € [a,b]N]xo — 0§, zo + § [ deducem

)

[ F(w) = F(@) | < Fw) ~ fwo) | +] Flwo) — F0)] < =

si atunci

wr(la,b]N]zo — 6, zo + 6 [) = sup{f(u) — f(v) |u,v€ [a,b]N]xo—0, xo+I [} < % )

Rezulta acum )
0 < wy(wo) = inf{w;([a,b)N] zo — 6,20 +8[) | § > 0} < g <e,

pentru orice e> 0, ceea ce Inseamna cid wys(xg) = 0.
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Suficienta. Presupunem ca
wy(zo) = inf {wr([a,b]N]zo — 6, 2o +d[) |6 >0} =0.
Daca e> 0, atunci exista r > 0 astfel incét
we(la,b)N] xg —ryzo+1 [) <e.

Avand
| f(u) = f(v)| Swg([a,b]N] 2o — 1,20 + 7 [)

oricare ar fi u,v € [a,b]N] 2o — r,x0 + r [, deducem ca pentru x € [a,b]N] zg — 7,9 + r [ avem

| f(z) = f(xo) | <e.

Aceasta aratd continuitatea functiei f in punctul xg.
5.2.32 Observatie. Daca f : [a,b] — R este discontinua in punctul z¢, atunci ws(zo) > 0. De
exemplu, pentru functia f: R — R,

0, daca x € Q,
f(ac)—{ 1, daca x € R\Q,

avem wy(xp) = 1, oricare ar fi € R. Se deduce c& f este discontinua in orice = € R.
5.2.33 Teoremda. Dacd f : [a,b] — R este marginitd, atunci pentru orice € > 0, multimea
D ={z € a,b] |ws(z) >} este compactd.
Demonstratie. Este suficient sa aratam ca D este inchisa, deci ca isi contine toate punctele sale
de acumulare. S& presupunem contrarul, ci existd xg € [a,b], punct de acumulare al lui D dar xo ¢ D.
Atunci exista r > 0 astfel incat
wr(DN] xg —r,zo+71[) <e.

Insd z, fiind punct de acumulare al lui D si | zg —razo+ T [ o vecindtate a sa, Inseamna c& exista
cel pugin un = € DN|zg — 7,20 + 7 [ si deci wy(z) > €. Insa

wr(DN) zg —r,zo+ 71 [) > wyr(z) > e.

Am ajuns la o contradictie. Deducem ca xg € D, deci D este inchisi, ceea ce implicd D compacta.
5.2.34 Teorema. Dacd functia f : [a,b] — R este integrabila Riemann pe [a,b], atunci pentru orice
e> 0, multimea
D :={z¢€[ab] |ws(z) >¢e},

este de masura Jordan nuld.
Demonstratie. Fie 6> 0 si A = (29, 21,...,2y) €Div[a,b]. Cum f este integrabild, cu criteriul lui
Darboux se deduce ca

S(f,A)—s(f,A)<de. (5.2.29)
Evident, o parte dintre intervalele partiale [x;_1,z;] au puncte comune cu D. Atunci,Asé notam cu
N'c{1,2,...,n} multimea acelor indici 7 € {1,2,...,n} pentru care [z;_1,x;] N D # (. Inseamna, c&
[a,b] D U [.731'_1,582‘] oD (5230)

iEN’

si pentru orice i € N’ gi orice x € [x;,_1,2;] N D, avem
e <wg(z) Sws([zim1, zi]) = M; —m,.

De aici, deducem ¢ (x; — x;—1) < (M; — m;)(x; —xi—1), @ € N, inegalitati pe care le insumam, gi
gasim
€ Z (i —xi-1) < Z (M; —my)(x; — 1) <

i€N’ i€N’

193
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<Y (M; = mi) (i — wim1) = S (f,A) = s(f,A) < e,
=1

Simplificdnd cu €, rezulta ca Y (x; —x;-1) < 9.

iEN'

Am demonstrat astfel cd intervalele [x;_1,x;], ¢ € N’ acoperd multimea D si suma lungimilor lor
este mai mica decat 6> 0, deci D este o multime de masura Jordan nula.

5.2.35 Teoremd. (Criteriul lui Paul de Bois Reymond de integrabilitate Riemann).
Functia f : [a,b] — R este integrabild Riemann pe [a,b] dacd si numai dacd f este marginitd si pentru
orice €> 0 multimea

D, :={z€a,b] |ws(z) > e},

este de masurd Jordan nula.

Demonstratie. Necesitatea rezulta din teoremele 5.1.14 si 5.2.34, iar la demonstrarea suficientei
renuntam, datorita intinderii ei.

5.2.36 Teoremai. (Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate Riemann). Functia f : [a,b]—R
este integrabild Riemann pe [a,b] dacd si numai daca f este marginitd pe [a,b] si continud aproape peste
tot pe [a,b].

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem cd f este integrabild Riemann pe [a,b]. Atunci ea este
marginita, pe baza teoremei 5.1.14. Pe baza teoremei 5.2.35, pentru orice n € N*, multimea

D, = {:c € [a,b]

wy(z) >1},

n
este de masura Jordan nula si deci si de masura Lebesgue nula. Pe baza teoremei 5.2.22, deducem ca si

multimea

D(f) := | Da,

este de masurd Lebesgue nuli. Insi D(f) = {z € [a,b] |wf(z) > 0} este chiar mulfimea punctelor de
discontinuitate ale lui f si deci multimea punctelor de discontinuitate ale lui f este de masura Lebesgue
nuld, ceea ce este echivalent cu faptul ca f este continud aproape peste tot pe [a, b].

Suficienta. S& presupunem acum ca f este marginitd si ca ea este continud aproape peste tot pe
[a,b]. Fie e> 0 si sd consideram multimea

D. ={x € [a,b] |ws (x) > e}

Trebuie si aratam ci D, este de masurd Jordan nula. Fie pentru aceasta un alt numéar ¢ > 0. Din
faptul cd f este continud a.p.t pe [a, b], rezultd cd multimea punctelor sale de discontinuitate

D(f) =A{x € [a,b] [wy(z) > 0},

este de masurd Lebesgue nuld. Deci exista o familie cel mult numéarabild de intervale dechise (] an, by [),
n € N’ astfel incét

D(f) € | Janbalsi Y (bn—an) <€

neN’ nenN’

Insi D. C D(f), adici familia de intervale (] a,,bn[) , n € N’ acoperi si pe D, si cum D, este
compactd (teorema 5.2.33) rezulta ca existd o subacoperire finitd (Ja;,b;[), 7 € Iy, Iy C N, Iy finita,

astfel incat
D. C | JJanbi[$i) (bi—ai) < > (bp—an) <€
i€lp i€lp neN’

Rezulta astfel cd multimea D, are masura Jordan nuld si cu teorema 5.2.35 se deduce ca f este
integrabild Riemann pe [a, b].
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5.3 Operatii cu functii integrabile Riemann. Proprietatile functiilor
integrabile si ale integralei Riemann
5.3.1 Teoremd. (Linearitatea integralei Riemann). Dacd functiile f,g : [a,b] — R sunt
integrabile Riemann atunci functia o f + 3 g este integrabild Riemann pentru orice o, f€ R si

b

b b
/[ozf(x)-&-ﬁg(x)]dxza/f(a:)dx—Fﬂ/g(x)dx. (5.3.1)

a

Demonstratie. Utilizind definitia integrabilitdtii si a integralei (definitia 1.1.11), pentru e> 0 va
exista numdrul §’(¢) > 0 astfel incat

b
€
o (f,A, —/ r)dr| < ————————, 5.3.2
(1.8~ [ @) dr| < (532
pentru orice A €Div|a,b] cu v(A) < §’. Analog pentru functia g exista §"”(e) > 0 astfel incat
b
€
o (g, A, —/ r)dr| < —————| 5.3.3
(9:4,8) = [g(x) T+ Tal< 15| (5-3.3)

pentru A €Div(a,b] cu v(A) < §” si oricare ar fi £ € P(A) un sistem de puncte intermediare asociat
diviziunii A.

Fie acum A €Div[a,b] cu v(A) < min{d’, 8"} = § si £ € P(A). Atunci, utilizand (5.3.2) si (5.3.3),
obtinem

b b
o(af+Bg.0E)— a/f(x)dx+ﬂ/g(x)dm -
b

b
—|a o(f,A,@—/f(x)dm e a(g,A,@—/g(x)dx <
b

b

< o a(f,A,§>—/f<m>dx + 18] o(g,A,@—/g(x)dx <

a

- + 18] : = o] + 1] <e.
1+ |a|+[5] L+lal+[B8]  "1+lal+|3]
De aici se deduce ci « f + 3 g este integrabila si are loc (5.3.1).
Din aceasta teorema se deduce ca f+g, f—g si cf sunt integrabile Riemann, daca f, g sunt integrabile
si ¢ este o constanta si in plus

< e

/ ' [7() % gl do = / ' f@)do £ gla)da, / ' efa)de = c / ' ).

5.3.2 Teorema. Produsul a doud functii integrabile Riemann este o functie integrabila Riemann.
Demonstratie. Fie f,g : [a,b] — R, doud functii integrabile Riemann. Atunci ele sunt marginite
(teorema 5.1.14) si produsul lor f - g va fi o functie marginita. Fie

D(f) = ={zelab]|ws(z)>0},
D(g) : ={ze€]ab]|wy(x) >0},

multimile punctelor de discontinuitate ale celor doud functii. Multimile D(f) si D(g) sunt de méasura
Lebesgue nula pe baza criteriului lui Lebesgue. Multimea punctelor de discontinuitate ale functiei produs
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frgvafiD(fg) C D(f)UD(g) si atunci aceastd multime D(f g) are masura Lebesgue nuld. Prin urmare,
functia f - g este continud aproape peste tot pe [a, b] si pe baza criteriului lui Lebesgue ea va fi integrabild
Riemann.

5.3.3 Observatie. Cu toate ca produsul f - g a doua functii integrabile este o functie integrabila,
integrala produsului nu este egala cu produsul integralelor.

5.3.4 Teorema. Dacd functiile f,g : [a,b] — R sunt integrabile Riemann pe [a,b], g(z) # 0 oricare

1
ar fi x € [a,b] si— este mdrginita pe [a,b] atunci cdtul = este o functie integrabild pe [a,b].
g g
1
Demonstratie. Cum g(z) # 0 pentru orice € [a,b], Inseamnd c& functia — este continud in
1
aceleagi puncte ca gi g i deci — este continud a.p.t pe [a, b]. Functia f de asemenea fiind integrabil, este
g

1
continud a.p.t pe [a,b]. Atunci, cu teorema 5.3.2 se deduce ca f - — = i este integrabila Riemann.

g g
5.3.5 Observatie. Dacd a = b, deci [a,b] = {a} si [ : {a} =R, atunci f este integrabild pe [a, a] si

avem b
JECIES

Intr-adevir, in acest caz orice diviziune A a intervalului [a, a] este A = {a} si orice sistem de puncte
intermediare asociat lui A este (= {a} si atunci o (f,A,¢) = f(a)(a —a) =0, deci I = 0. De asemenea
daca f : [a,b] — R este integrabild pe [a,b] atunci se considera, prin conventie, c& este integrabild si pe

[b, a] si avem .
f@)de:=— | f(z)dz. (5.3.4)
a/ b/

5.3.6 Teoremda. Dacd f : [a,b] — R este integrabila Riemann pe [a,b] si daca f(x) > 0 pentru orice

€ [a,b], atunci avem
b
/f(:v) dx > 0.

Demonstratie. Fie A, := (25, 27,...,2} ) €Div[a,b], n € N*, un sir de diviziuni ale lui [a,b] cu
lim v(A,) = 0si fie §" = (§7,&5,...,&;,) € P(A,) un sir de sisteme de puncte intermediare. Atunci

n — oo

sirul sumelor Riemann asociate este
o(f, &, 6") =Y FER ) (af, — okt ) 20,
si atunci avem

lim o(f,A,,&") = /f )yda > 0.

n — oo

5.3.7 Teoremd. Dacd functiile f,g : [a, b — R sunt integrabile Riemann pe [a,b] si dacd
f(z) < g(z) pentru orice x € [a,b], atunci

/bf(a:)dxg/bg(x)dx. (5.3.5)

Demonstratie. Fie functia h : [a,b] — R, h(z) = g(z) — f(z), € [a,b]. Prin ipotezi avem
h(z) > 0 pentru orice z € [a, b] si atunci aplicAnd teorema 5.3.6. si teorema 5.3.1, obtinem

/ /bg d;v—/ (z)dzx >0,



5.3 Operatii cu functii integrabile Riemann. Propaige functiilor integrabile si ale integralei Riemann 197

ceea ce este echivalent cu (5.3.5).
5.3.8 Corolar. Daca f,g : [a,b] — R sunt integrabile pe [a,b], g(z) > 0 pentru orice z € [a, ],

atunci avem
b

m/g(m)dx < /bf(m)g(x)dx <M /bg(aﬁ)alx7 (5.3.6)

a

unde m := inf f(x)si M := sup f(x).
$e[a7b] a:E[a7b]
Demonstratie. Avem, evident, pentru orice z € [a, ]

m< f(x) <M
i cum g(x) > 0, se obtine
m - g(@) < f(z) - g(z) < M- g(a).
Deoarece f - g este integrabila, aplicand teorema 5.3.7 avem

m/bgmdxs/bf(x)g(w)dx SM/bg(l’)dl’-

5.3.9 Corolar. Daca f:[a,b]—R este integrabild Riemann pe [a, b], atunci
b
m(b—a)g/f(m)d:)ng(b—a), (5.3.7)

unde m gi M sunt marginile functiei f pe [a, b].

Demonstratie. Demonstratia rezultd imediat, dacd in corolarul 5.3.8 consideram functia g(z) = 1,
pentru orice x € [a, b].

5.3.10 Teorema. Dacd f:[a,b]— R este integrabild Riemann pe [a,b], atunci functia | f| este
integrabild pe [a,b] si avem

b b
/f(x)dw §/|f(m)|dac. (5.3.8)

Demonstratie. Cum f este integrabila Riemann pe [a, b], ea este marginita pe [a, b]. Atunci, si
| f| este marginitd. Dacd D(f) este multimea punctelor de discontinuitate a lui f, atunci D(f) este o
multime neglijabild. Atunci, multimea punctelor de discontinuitate ale lui | f | este D (| f|) C D (f), deci
ea are masurd Lebesgue nuld. Deducem c& functia | f | este integrabild Riemann pe [a, b]. Evident, mai
avem, pentru orice = €la, ]

—[f(@)| < flz) <[f(2)],
gi atunci cu (5.3.5) obtinem
b b b

- [ < [ f@ < [ 15 d,

a a

adica
b b
/f(x)d:c g/\f(m)|dx. (5.3.9)
5.3.11 Teoremd. (Prima formuld generalizati de medie). Dacd f,g : [a,b] — R sunt

integrabile Riemann pe [a,b] si dacd g(x) > 0 pentru orice x € [a,b], atunci existd un numar p € [m, M],
unde m gi M sunt marginile functiei f, astfel incat

b b
/f(w)g(x)dx =p /g(fc)dx. (5.3.10)
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Demonstratie. Dacd m := inf f(x)si M :=sup sup f(z), atunci dupa (5.3.6) avem

z€[a,b] z€la,b]
/ dx</f x)dx <M/ (5.3.11)
b b b
Cum g(z) > 0 avem [ g(z)dxz > 0. Dacd [ g(z)dx > 0, impartim inegalitdtile (5.3.11) cu [ g(z)dz
si gasim ‘ ‘ ‘
b
[ f(@)g(x)da
m< ; <M
Jo(z)dz
Daca notdm cu .
[ f(@)g(z)da
pi= :
[ g(x) dz

atuncim < p < M i

/f 2y da = p /ﬂ@dn

b b
Daci, insd [ g(z)dxz = 0, atunci din (5.3.11) obtinem [ f(z) g(z)dx = 0. Atunci putem scrie

/f x)dx =p /g(x)dm.

a

pentru orice p € [m, M]

5.3.12 Corolar. Daci f : [a,b] — R este continud, iar g : [a,b]— R este integrabild Riemann pe
[a,b] i g(x) > 0, x € [a,b], atunci existd cel putin un ¢ € [a, b] astfel incat

b
/f(x)g(x)da:zf(c) /g(x)da:. (5.3.12)

a

Demonstratie. Dacd f este continud pe [a,b], atunci f are proprietatea lui Darboux pe [a,b] si
deci pentru orice m < p < M existd ¢ € [a,b] astfel incat f(c) = p. Acum din teorema 5.3.11 rezultd
concluzia (5.3.12).

Pentru g(z) = 1, din (5.3.10), se obtine prima formula de medie

b
[t@)de=n-a). pelm, )

5.3.13 Corolar. Daca f : [a,b]—R este continui atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat

/f £(c) (b— a). (5.3.15)

Formula (5.3.13) se numeste prima formula de medie pentru functii continue. Formula rezulta
direct din (5.3.12) daca se ia g(z) = 1 pentru orice x € [a, b].
Are loc si teorema urmatoare:



5.3 Operatii cu functii integrabile Riemann. Propaige functiilor integrabile si ale integralei Riemann 199

5.3.14 Teorema. (Teorema a doua de medie). Dacd f,g : [a,b|— R satisfac conditiile:
(i) f este integrabild Riemann pe [a,bl;

(ii) g este monotond pe [a, b], atunci are loc relatia

b c b
/f(x) -g(x)dac:g(a)/f(x)dw—i—g(b) /f(x)dx, ¢ € a,b)]. (5.3.14)

Renuntam la demonstrarea teoremei, intrucat demonstratia necesita anumite proprietati ale integralei cu
limita superioara variabila, care se vor studia in paragraful 5.4 al acestui capitol.

5.3.15 Teoremi. (Aditivitatea integralei ca functie de interval). Dacd f : [a,b] — R este
integrabild Riemann pe [a,b] atunci pentru orice ¢ €] a,b| functia f va fi integrabild Riemann atdt pe [a, c]

cat gi pe [c,b] si are loc relatia
b c b
/ (@) do = / f@)de + / f@)da. (5.3.15)

Demonstratie. Fie f integrabild Riemann pe [a,b] si ¢ €]a,b[. Atunci f este méarginitd si continud
a.p.t. pe [a,b]. Inseamni ci oricare ar fi intervalul [a, 3] C [a,b] functia f va fi marginiti pe intervalul
[, B] si de asemenea continua a.p.t. pe [, (], deci integrabild pe [, §]. Deducem ci f este integrabila
Riemann pe [a, ] si pe [¢, b]. Mai trebuie si demonstram egalitatea (5.3.15). Fie A’ €Diva,c] si
A" €Div [e, b] diviziuni oarecare si A = A’UA” €Div [a,b]. Pentru > 0 exista () > 0 astfel incat daca
v (A")<dsiv(A”) < §sioricare ar fi & € P(A") 51 ¢” € P(A”) vom avea

o (f,N,€) /f dz <2 (5.3.16)

b
o (f,A",€") —/f(m)dx < % (5.3.17)

Este clar cd v (A) < v (A’) < ¢ si atunci pentru £ =&’ UE” € P(A), avem
o(f,A,8) =0 (f,A¢)+o (f,A",¢").

Mai avem

o(f, A, €) /f dm+/f —|otr.86) - [ s@)dos

+o (f,A”,¢") —/fx Ydz | < U(f,A’,ﬁ’)—/f(x)dx +

b

+ U(fvﬁllf/')—/f(a:)dac <%+%:

C

jf(x)dx+/bf(x)dx:jf(z)dx

Se mai poate demonstra o varianta a teoremei precedente

Aceasta arata ca
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5.3.16 Teorema. Fie f :[a,b] — R gi ¢ €]a,b|. Dacd functia f este integrabild Riemann pe [a, c]
st pe [c,b], atunci f este integrabild Riemann pe [a,b] si are loc (5.3.15).

Demonstratie. S& presupunem ci f este integrabild Riemann atét pe [a, ¢] ct si pe [e, b]. Atunci
f este marginitd atat pe [a, ] cat si pe [¢, b], deci f va fi m&rginita si pe [a, b]. De asemenea daca A este
multimea punctelor de discontinuitate ale lui f pe [a, ¢| si B este multimea punctelor de discontinuitate
ale lui f pe [c, b], atunci A gi B au masura Lebesgue nula gi multimea punctelor de discontinuitate ale lui
f pela, b] vafi AU B gi va fi tot de méasura Lebesgue nuld (Teorema 5.2.22). Agadar f va fi integrabila
Riemann pe [a, b]. Egalitatea (5.3.15) se demonstreaza ca gi la Teorema 5.3.15.

5.3.17 Definitie. Fie f: I C R— R, unde I este un interval (posibil chiar R). Spunem ci f este
local integrabild Riemann pe I daci f este integrabild Riemann pe orice interval compact [a,b] C I,
cua<b.

5.3.18 Exemplu. Fie I C R un interval (nedegenerat) si f : I—R o functie continud. Atunci f
este local integrabili pe I. Intr-adeviir, pentru orice [a,b] C I, f va fi continui pe [a, b], deci integrabili
Riemann pe [a, b] si astfel va fi local integrabila pe I.

5.3.19 Teorema. Daca I C R este un interval nedegenerat si f: I— R o functie local integrabila
pe I, atunci oricare va fi a,b,c € I avem

/bf(x)da::/cf(x)dx—i—/bf(x)dm. (5.3.18)

Demonstratie. Pentru demonstratia relatiei (5.3.18) deosebim mai multe cazuri:
a) a = b = ¢, atunci este clar ca avem

b

/f(ac)dx:(), /Cf(x)dx:(), /f(:n)dxzo,

si evident, are loc (5.3.18).
b) a = b # ¢, caz in care

/bf(w)dm=0, /cf(m)dw=/bf(w)dx=—/f(w)dx,

si egalitatea rezulta imediat.

Analog se trateaza cazurile a #b=csgi a=c#b.
¢) a < ¢ < b, atunci pe baza Teoremei 5.3.15, are loc relatia (5.3.18);
d) a < b < ¢, tot pe baza Teoremei 5.3.15, avem

b c

/ f@)do= [ fa)de [ fa)ds,

a b

iar de aici obtinem

/bf(as)dx:/Cf(a:)dm—/cf(ac)dx:/cf(m)dx—i—/bf(m)dx.
a a b a c

Celelalte posibilitati de ordonare b < a < ¢; b < ¢ < a;¢ < a < b; ¢ < b < a, se discuta in mod
analog.

Putem acum da o teorema mai tare decat Teorema 5.3.6.

5.3.20 Teorema. Dacd functia f : [a,b] — R, a < b este continud, pozitivd gi neidentic nuld pe

[a,b], atunci avem
b

/f(:v) dz > 0. (5.3.19)

a
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Demonstratie. Dacd f este pozitiva si neidentic nuld pe [a, b] atunci existd cel putin un punct
xo € [a, b] astfel incdt f(xzp) > 0. Fiind continud pe [a, b], deci si iIn xq, existd o vecinitate,
V =]zg — 6, zo+ 6 [, 6 > 0 astfel incat f(z) > 0 oricare ar fi x €]zg — d, zo +J [N[a, b].

Evident, exista [¢,d] C]xzo — d, 2o+ [N]a,b] si deci f(x) > 0 pentru orice = € [¢,d]. Dacd notam

cum = inf f(z), pe baza teoremei Weierstrass, aceastd margine inferioara este atinsa, adica exista
z€[c,d]

2’ € [c,d] astfel incat m = f(z') > 0 i incd f(x) > m > 0, oricare ar fi x € [¢, d].
Aplicand Corolarul 5.3.9 pentru [c,d] C [a, b], avem

d

b
0<m(d—c) g/f(z)dxg/f(x)da:, (5.3.20)

c

adicd chiar (5.3.19).

5.4 Primitive. Integrala nedefinita. Primitivabilitatea functiilor
continue

5.4.1 Definitie. Fie D C R, nevida, f:D — R si I C D, nevidid. Spunem ca functia f admite
primitive (este primitivabild, este o derivatd) pe I, daci exista o functie F: I — R, derivabild pe
I sicu F'(z) = f(z) oricare ar fi « € I. Functia F se numegte o primitiva a functiei f pe multimea I.
Dacd f admite primitive pe Intreg domeniul D atunci spunem simplu ca f admite primitive (fard a
mai preciza multimea D).

5.4.2 Exemplu. Functia f:R — R, f(z) = 22 pentru orice z € R, admite primitive, deoarece

3

functia F:R — R, F(z) = % + 1, este derivabild pe R si F'(z) = 22 = f(x), oricare ar fi z € R.
5.4.3 Teorema. Daca f:1 C R— R, I este un interval, admite primitive si daca F1,Fy : I — R
sunt doua primitive ale sale, atunci

Fi(z) — Fa(x) = ¢ = const, oricare ar fix € I.

Demonstratie. Intr-adevir, avem F| = Fy = f, adici (Fy — F)' = 0 i functia F} — F, are derivata
nuld pe intervalul I C R. Rezulta ca ea este o constantd pe acest interval, deci exista ¢ € R astfel incat

Fy(z) — Fa(x) = ¢ = const, pentru orice z € I.

5.4.4 Observatie. Daca f: I — R, dar I nu este un interval, atunci teorema precedenta nu este
adeviratd dupd cum se vede din urméatorul exemplu. Fie f :] — 00,0[U]0, 400 [— R, datd prin f(z) =0,
pentru orice € R\{0}. Functiile Fy, F> : R\{0} — R, date prin F;(x) = 1, pentru orice x € R\{0} si

3, x<0,
F2(“’)_{ 0, >0

sunt primitive ale lui f pe R\{0} deoarece F|(z) = 0 = f(z),z € R\{0} iar Fj(x) = 0 = f(x) pentru
orice x € R\{0}. Cu toate acestea diferenta lor este

. 27$€]_OO>O[7
Fy(x) — Fi(x) { -1, z €]0, 40 [,

adica nu exista un ¢ € R astfel incat Fy(z) — Fi(x) = ¢ pentru orice z € R\{0}.

5.4.5 Teorema. Fie D C R nevidd, f:D — R §i I C D un interval nedegenerat. Daca f admite
primitive pe I atunci f are proprietatea lui Darbouz pe I.

Demonstratie. Daca f admite primitive pe I, atunci fie F:I/—R una dintre primitive, deci o
functie derivabild pe I si cu F'(z) = f(x) pentru orice x € I. Insd derivata oricdrei functii derivabile
pe un interval are proprietatea lui Darboux (Teorema lui Darboux). Astfel cd f are proprietatea lui
Darboux pe 1.
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In practica, pentru a arata ca o functie nu admite primitive pe un interval este suficient sa aratam
c8 ea nu are proprietata lui Darboux pe acel interval. De exemplu, functia f:R — R, dat& prin f(z) = [z]
(partea intreagd a lui z), pentru orice € R, nu are proprietatea lui Darboux pe R, asa ci nu admite
primitive pe R.

5.4.6 Teorema. Fie f,g : I — R, I C R un interval

a) Daca f $i g admit primitive pe I atunci functia af+3g, admite primitive pe I pentru orice a, 5 € R.

b) Daca f admite primitive pe I si g este derivabild cu derivata g’ continud atunci functia f-g admite
primitive pe I.

Demonstratia.
a) Fie F,G : I — R primitive ale lui f, respectiv ¢ si «, 8 € R. Atunci
(aF + BG) = aF' + G" = af + By,

adica af + B¢ admite primitive.
b) Fie F': I — R o primitiva a lui f. Avem

(F-g9)=F-g+F-g=f-g+F-g,
adica
frg=(F -9 —F-g.

Cum (F - g)' admite primitive (pe F - g), iar F - ¢’ e continui deci admite primitive, rezulti (cu punctul
a)) ca produsul lor, adicd f - g admite primitive pe I.

5.4.7 Definitie. Fie f: I € R — R, I un interval nedegenerat. Daca f admite primitive pe I,
multimea tuturor primitivelor lui f pe I se numeste integrala nedefinita a functiei f si ea se noteaza
cu simbolul

/f(sc)d;v, xel.

5.4.8 Observatie. Daca I C R este un interval nedegenerat, vom nota cu C multimea tuturor
functiilor constante definite pe I cu valori in R, adica

C={f:1— R|exista c € R astfel incat f(x) = ¢, pentru orice z € I}

Cu aceasta notatie se constata ca

a) C+C={h:I—Rlexistd f € CgigeC astfel incdt h=f+ g} =C,
b) a- C = C, pentru orice a € R, a # 0.

Acum putem spune, folosind teorema 5.4.3, ca
[ f@ydo

2.4.9 Teorema. Fie I C R un interval si f :I — R o functie local integrabila Riemann pe I. Daca
a€ I, atunci functia F:I—R data prin

{F : I ->R| F este o primitiva a lui f pe I}

{Fo+ c |Fy este o primitiva a lui f pe I,c€ C} = Fy + C.

F(z) = /f(t) dt, (5.4.1)

este continua pe I.
Demonstratie. Fie xg un punct oarecare din intervalul I. Daca xg este interior lui I atunci exista
r > 0 astfel incat [xzg — r,zg + 7] C I. Cum f este local integrabild pe I, f este integrabild Riemann
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pe [zo — 7,z + 7] si deci marginitd pe acest interval. Fie M > 0 astfel incat | f(z)| < M oricare ar fi
x € [xg — 7, xo + 7]. Atunci,

Fa)~ Fao)| = | [syae- [fat| -
= | [rwae| <| [150)1a¢] <
< M|z—zo|, ®€|lxzg—r,20+7][

o 1w . € . .
Dacd > 0 gi ludm ¢ (¢ ) = min {r, i }, atunci pentru orice x € I pentru care |x — xg| < J, vom avea

| F(x) — F(z0)] < M§ < e, adica f este continua in z¢ si deci continua pe I.

Daca z € I i este extremitatea stanga a intervalului I, atunci exista r > 0 astfel incat [zo, xg+7] C T
gi f este evident, integrabild pe [zg, 2o + 7] i méarginita, adicd | f(z)| < M, pentru orice x € [zq, 2o + 7).
Daca x €] xg, o + r [ putem scrie, ca si mai inainte

\N@—F@®h=/ﬂﬂw S/U@hHSM@—ww<a

. . £ . . . .
pentru orice e> 0, 4 (¢) = min {r, M} sixz €I cul|x—x9] <9, s astfel, din nou, functia f este
continua in zo. Analog se trateaza cazul in care x este extremitatea dreapta a intervalului I.
5.4.10 Teorema. Fie f:I C R — R, I — interval, o functie local integrabila Riemann pe I. Daca f
este continud pe punctul xog € I, atunci pentru orice a € I, functia F:1 — R data prin

F@) = [ )

oricare ar fi x € I, este derivabild in xo si F'(x0) = f(xo).
Demonstratie. Deoarece f este presupusa continud in zg, oricare ar fi £ > 0, exista d (¢ ) > 0 astfel
incat pentru orice t € I cu |t — x| < ¢ s& avem | f(t) — f(zo) | < €, adicd

flxo) —e < f(t) < f(zo) +&. (5.4.2)

Fieacum z € I, x > x astfel incat | & — zg | < §. Atuncidaci t € [xg,z] avem |t — xo| < |z — 20| <
0 si deci are loc (5.4.2). Integrand (5.4.2) intre limitele xg gi x, obtinem

x x

/U@wfswtg/f@mt§/6w0+€Mt
(f(zo) =€) (z = x0) < F(x) — F(xo) < (f(wo) + ) (x — x0).

De aici rezulta

f(xo) —e < %50(330) < f(wo) +¢,
adica
F(z) — F(xo) —f(z0) | <e. (5.4.3)
r — X

La aceastd inegalitate se ajunge si daci @ < g si t € [x,20]. Asadar, pentru orice z € I, x # xg cu
|z — 20| < § are loc (5.4.3), ceea ce inseamna ca
. F(x)— F(xg
tim LOZF0) )

T — o r — X
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adica F este derivabild in g si F'(zo) = f(z0)-

5.4.11 Teoremi. (Teorema de existentd a primitivelor unei functii continue). Dacd f :
I C R — R, I-interval nedegenerat, este continud pe I, atunci ea admite primitive pe I pentru orice
a €1, functia F : I — R, definita prin

F(o)i= [ £ttt

pentru orice x € I, este o primitivd a functiei f (adicd F'(xz) = f(x), z € I) cu proprietatea F(a) = 0.
Concluzia teoremei rezulta imediat din teorema 5.4.10, daca f este continua in orice x € I. Teorema
afirma ca orice functie continud pe un interval admite primitive pe acest interval.
5.4.12 Teorema. (Teorema de reprezentare a primitivelor unei functii continue).
Fie f: I C R — R, -interval, o functie continua pe I. Daca F : I — R este o primitivd a lui f pe I cu
proprietatea F(a) =0 pentru a € I, atunci ea se reprezintd sub forma

F(z) = / £(t) dt (5.4.4)

oricare ar fi x€ I.
Demonstratie. Am vizut la Teorema 5.4.11 ca functia ® : I — R, data prin

o) = [ f(0at,

este o primitivi a lui f pe I. Atunci existd o constantd ¢ astfel incat F(z) = ®(z) + ¢, = € I. Insi
F(a) = ®(a) =0 si deci ¢ = 0, astfel ca F(z) = ®(z), pentru orice x € I.

5.4.13 Observatie. Teorema precedenta afirma cd orice functie continud pe un interval admite
primitive, Insa aceasta nu Inseamna ca nu exista si functii discontinue care admit primitive, cum se vede
din exemplul urmator.

Fie functia f: R — R

1
flz) = sin;, x # 0,
0, z=0,

discontinud in = 0 (nu are limita in = 0), z = 0 fiind un punct de discontinuitate de speta a 2-a.
Sa aratam ca f admite totusi primitive pe R. Fie functia h : R — R, data prin

1
h(z) = {EQCOS;, x # 0,
0, z = 0.

Se constata ca h e derivabila pe R caci

— 1
h'(0) = lim hiw) = h(0) _ lim xcos — = 0.
T

xr— 00 x—0 xr— 00
Deci avem
2 ! + si L #0 2 ! #0 in 2 #0
xrCcos — +sin—, x T Ccos—, T sin —, x
h/(x) = xT QC7 7 = x’ ’ + f,C’ )
0, z =0, 0, z =0, 0, z=0,

adica
W(x)=H(z)+ f(x), f(zr)=h(z)—H).
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Functia h/(z) admite primitive (cici existd functia h = R — R derivabila avand derivata h'(x)) iar
functia H : R — R

1
2 —
H(x) :{ Oxcosx, J;;«éOO,
b x: b

admite primitive pe R, fiind continui. Deducem c& functia f = h' — H admite primitive pe R (cu Teorema
5.4.6)

5.4.13'. Observatie. Daca f: I — R, I—interval are un punct de discontinuitate de speta 1-a,
o € I, atunci ea nu poate admite primitive. Intr-adevir, daci am presupune contrariul, fie F': I — R o
primitiva a sa, deci

F'(x) = f(x), Vo el

Insi F/(x0) # F/(z0), caci f(zo —0) # f(zo +0), adicd F nu e derivabild in z, contrar presupunerii.

Notiunea de primitiva a unei functii se poate generaliza in sensul urmator

5.4.14 Definitie. Fie I C R un interval si f : I — R o functie. Se numeste primitiva generalizata
a lui f, orice functie F' : I — R, derivabila pe I cu exceptia unei multimi finite de puncte din I si astfel
ca F'(xz) = f(z) in toate punctele de derivabilitate i F' continud in punctele de exceptie.

5.4.15 Teorema (Formula lui Newton—Leibniz). Fie f:[a,b] — R integrabild Riemann pe [a, b]
gl primitivabila pe [a, b]. Atunci oricare ar fi F': [a,b]— R, o primitivd a lui f are loc egalitatea

b
/ f@)da = F(b) — Fa) = ()" (5.4.5)
Demonstratie. Sa consideram un gir de diviziuni A, := (xo,xgn),xgn), . a:,(cn)) ale intervalului

n

[a,b] cu v (A,) — 0 cdnd n — oo si & = {£1,&2,...,&n} € P(A,) un sistem de puncte intermediare

asociate diviziunii A,,, obtinut prin aplicarea formulei cresterilor finite primitivei F' pe [xgﬁ)l, a:l(yl)],

F(aM) - F(a{™) = F'(&) (@ — 2") = f(&) @ — 2™,

valabila pentru orice ¢ = 1, n. Atunci suma Riemann corespunzatoare va fi

7 (A0 = Y i) = 3 (™)~ FG) = F(B) ~ Fla)

i=1

Deducem ca

b
[ H@)da = lim o (£.8,.6" = F®) - Fla).

5.4.15 Exemplu. S& consideram functia f : [2,5] — R datd prin

1

J@) = gy we 5

Functia f este continua pe [2, 5], deci integrabild Riemann (Teorema 5.4.11). Functia f admite gi
primitive pe [2, 5] deoarece functia F : [2,5]— R, data prin F(z) =1In (x — 1) — In z, este o primitiva a
sa, avand

1 1 1
Fl(x) = ——=
() z—1 z z(x—-1)

Aplicand formula lui Newton—Leibniz (5.4.5) obtinem

5
1
/mdaj = [In(z — 1) flnxﬂg =In4-In5-Inl+mn2= %
2
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5.4.16 Observatie. Aplicarea formulei Newton — Leibniz pretinde ca f sa fie in acelagi timp si
integrabild gi primitivabila pe intervalul [a, b]. Acest lucru nu este realizat de multe ori deoarece exista
functii care admit primitive pe [a, b] dar nu sunt integrabile pe [a, b] si de asemenea exista functii
integrabile pe [a, b] dar care nu admit primitive pe [a, b].

5.4.17 Exemplu (Functie integrabilda Riemann care nu admite primitive).

Fie f: [-1, 1] — R, dat& prin
1, daca z € [-1,0],
fla) = { 2, daci z €]0,1] .

Functia f este marginita pe [—1, 1] si are un singur punct de discontinuitate xg = 0, deci este
integrabild Riemann pe [—1, 1] (Teorema 5.2.16), insd functia f nu are proprietatea Darboux pe [—1, 1]
(deoarece nu ia nici o valoare A €]1, 2[), deci nu are primitive.

5.4.18. Exemplu. (Functie care admite primitive dar care nu este integrabild). Functia
f:0,1] — R, data prin

20 cos = + 2 sin —, daci z €]0, 1]
x cos — + — sin — , dacd x ,1],
flz) = 2 x2
0, daca z =0.
Functia f nu este marginita pe [0, 1] in vecinatatea lui 0, deci f nu este integrabild Riemann pe [0, 1].

Insi, functia f admite primitive pe [0, 1] deoarece functia F : [0, 1] — R,

27
0, daca =0,

1
Flz) = { x? cos — daca z €]0,1],

este o primitiva a lui f avand F'(z) = f(x) pentru orice z € [0, 1].
5.4.19. Exemplu. Si se arate ca functia f : R — R data prin

—e*, x>0,
f(x){ x—1, <0,

admite primitive gi sa se determine primitivele sale.

Se constata ca f e continua pe ] — 0o, 0[U]0, +oof fiind exprimata pe aceste intervale prin functii
elementare, deci continue. In punctul x = 0 avem

£(0-0) = lim f(2) = lim(o — 1) = -1
£(0+0) = lim f(2) = lim —c* = 0 =1,
J(0)= "= -1

Deci f e continua in x = 0, deci continud pe R. Cu Teorema 5.4.11 se deduce ca f admite primitive.
Primitivele ei vor avea forma

oz
f—exdx, x>0, B 26 +Ch1, >0,

F(z) = [(x—1)dz, <0 — %—x+c2,m<0,

unde C7, Cy sunt constante arbitrare. Legatura dintre constantele C; si Cy se obtine din conditia ca F,
ca primitiva a lui f sa fie derivabila, deci continua pe R, deci gi in = 0. Atunci

2
F(0—-0) = lim F(z) = lim (g—x+02> = (b,

z /0 z /0
F = lim F(z) = lim (—€” = — 1= F(0).
(04 0) Jim, (z) Jimy (—e*+Ch) =C4 (0)

Deducem ca Cy = Cy — 1. Daca punem Cy = C, atunci Cy = C' — 1 si primitivele lui f vor fi

—e*+C, >0
F(x) = 22
?—x—l—I-C, r<0, CeR.
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Pentru C = 0, o primitiva a lui f va fi

—e*, >0
F = 2
o(e) %—zfl,x<0

si atunci F(x) = Fy(z) + C, reprezintd multimea primitivelor, adica

/f(x)dx = Fo(z) + C.

Formula lui Newton — Leibniz (5.4.5) rdméane valabild pentru o functie f : [a,b] — R integrabild
Riemann pe [a,b] care admite pe [a,b] primitive generalizate ( conform definitiei 5.4.13) . Nu facem
demonstratia.

5.4.20 Observatie. Vom enumera primitivele unor functii elementare pe un interval I inclus in
domeniul maxim de definitie.

1 [0dz=C;

20, Cdg ="

fﬂi v a+1

3. [—dz=Ih|z|+C;
x

a+1

+C,aceR a#1;

al’

40, famdx:lna+0,a>0,a7é1;
50, [e"dx=e" + C;
6°. [sinzdz=—cosz+C;
7. [coszdz =sinz+C;
1
0 _ .
8. [ ——da=tgx+C;

COi X
o fsin2xdx:_Ctgx+C;
10°. fxgdifaf%arctgngC, a# 0
e fach—mazziln z:—z +C,ar0;
120 f\/a;if_j: arcsin§+0;
13%. kf;ég%i§=ln(m+ngiE?)+(h
147, fﬁgmﬁﬁnlwmhc.

5.5 Calculul unor primitive si metode de integrare

In acest paragraf vom prezenta proprietatile integralei nedefinite, formula integrarii prin parti si
teoremele de schimbare de variabild atat pentru integrala nedefinita cat si pentru integrala Riemann.

5.5.1 Teorema. Daca f, g:I C R — R, I-interval, admit primitive pe I atunci si functia f + g
admite primitive pe I si are loc pentru orice x € I relatia

/(f+9) (iﬂ)dx:/f(:c)dx—i—/g(x)d:c.

Proprietatea se extinde usor si la o suma finita de functii care admit primitive.
Demonstratie. Consideram primitivele F:I — R alui f si G:I — R alui g. Functia F+G : I — R
va fi atunci derivabila si

(F+G)(2) = F'(2) + G'(2) = f(x) + g(x) = (f + 9)(2),
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pentru orice x € I, deci va fi primitiva a lui f+ g, adica f + g admite primitive pe I si avem pentru orice
xel

/f($)dx:F(w)+C, /g(ac)da::G(ac)—&-C’7
si deci

/f(x)dx—f—/g(m)dx:F(m)—I—C—l-G(a:)+C=(F+G)(x)+0=/(f+9>($)dx.

5.5.2 Teorema. Daca f: I — R admite primitive pe intervalul I C R ¢i a € R, atunci functia a f
cu a # 0 admite primitive $i avem

/af(x)dx:a/f(;v)dx, zel.

Intr-adevir, daci F este o primitiva a lui f avem pentru orice x € [
a/f(m)dm — a(F(z) +C) = a F(z) + aC = (a F)(z) + C = /(af)(x)dm—f— c

5.5.3 Observatie. Daca F: I C R — R, I — interval, este o functie derivabila pe I, primitiva
functiei f : I — R, atunci avem
19 [F(z)dz=F(x)+C, x€I;
20, ([fx)dz) =f(z), zel.

Relatiile acestea sunt evidente, avand in vedere definitia primitivei si a integralei nedefinite.
5.5.4 Teorema. (formula integrarii prin parti). Dacd functiile f,g:1 C R — R, I — interval,
sunt derivabile pe I si derivatele lor f' si g'sunt continue pe I, atunci are loc relatia

/ F'(@) g(x) da=F(x) - g(x)- / f(@) g (x)da. (5.5.1)
Demonstratie. Deoarece f’ si ¢’ sunt presupuse continue pe I, rezultd ci si functiile f si g sunt

continue si atunci functiile f’g si fg¢’ sunt continue pe I, deci admit primitive pe I.
Din relatia (f-g) = f'-g+ f-¢', se deduce ci f - g este o primitivd a functiei f' g + f ¢, astfel cd

[ g+ 1)@ da=(f- 9@ +C, zel
De aici se deduce ca
[u9@dat [ (£-9)@) da=f@) g + €. ael
Insi, deoarece [ (f¢')(z)dx — C= [ (fg')(x)dx se deduce ci

/ (f'g) () da=F(z) - g(x) — / (f - o)) dz,

adica relatia ceruta.

5.5.5 Observatie. Formula (5.5.1) este o egalitate intre dous multimi de functii gi daca Fy, este de
exemplu o primitiva particulara a functiei f’ g si Fy, o primitiva particulara a lui f ¢’ este posibil ca sa
avem Fy # f - g — Fs.

5.5.6 Exemplu. Utilizand formula integrarii prin parti, avem

/lnxd:ﬂ = /x’lnxdmlenx—/x(lnx)'dm

= xlnx—/dx:xlnm—x—l—C, x> 0.
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5.5.7 Exemplu.
/xcosxdx = /x(sinm)’:xsinx—/sinxdx
= xsinx+cosz+C, zel CR.

5.5.8 Exemplu.

1
/arctg rdxr = /x'arctgxdx:marctgac—/x-i dx =
1422

1
= xarctgm—§ln(1+x2)+c, reRsaux el CR.

5.5.9 Exemplu. Sa calculam integrala

/Mdl’ - /%dazél/\/%Jr/m(mydx

= 4arcsing+x\/4—x2—/\/4—x2dx, x€]—2,2[.

De aici se expliciteaza
1
/\/4—x2dx:2arcsing+§x\/4—x2+07 z €] -2, 2]

5.5.10 Teorema. (Formula integrarii prin parti generalizata). Dacd f, g : I C R — R,
I—interval, au derivate pand la ordinul n > 1 continue pe I, atunci are loc formula

/f(”)(év) gle)da = "D () g(x) — fO72 (@) ' (2) + [T (2)g" (x) —

..+(—1)”_1f(x)~g("_1)(x)+(—1)"/f(ac)g(")(a:)dx, vel (5.5.2)

Demonstratie. Cu formula integrarii prin parti (5.5.1), putem scrie
[ 1099 @) di = 10D @) g0 @) — [ 10D g ) d,

pentru k=0,1,2,...,n—1si z € I. Aici f°(z) inseamna f(z).
De aici, daca inmultim in ambii membri egalitatea cu (—1)*, obtinem

(~1)* / FOR () g () d = (—1)F FF D () g () 4 (—1)FH / FOR D (@) gD (@) d

Daca adunam membru cu membru egalitatile obtinute de aici pentru k =0, 1, 2,..., n—1, se obtine
tocmai formula ceruta (5.5.2).

5.5.11 Exemplu. Sa se calculeze fx” e*dr, neR, n>1.

Daci consideram functiile f(z) = e*, g(z) = 2™, x € R, avem

fl(m) = e”, f”(l’) =e’, ... 7f(n)(x) =e’
g@) =nz""1 ¢"(x) =nn-1)z"2 ..., ¢¥() =
=nn—1)...(n—k+1)z"* ... ¢g" V@) =nle, ¢ (z)=n!

Aplicand formula (5.5.2), avem

/96"6””(19626“J " —na" et f(n—1)az" e — ..+
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+(=D*nn—1)...(n—k+1)z" ke + .. + (—1)”/6””% ldx=

=z —nz" L4 nn—1Dz" 2 — .+ (-)rnn—-1)...(n—k+1)z"F+ ...
+H(=D)"tnlz+ (=) n!] =¢" i (=D)*n(n—1)...(n—k+1)z" "%, z€R.
k=0

5.5.12 Teoremi (prima metoda de schimbare de variabild). Fie I, J intervale din R i
functitle w : T — J, f:J — R cu proprietatile:

(1) u este derivabild pe I, cu u' # 0,
(ii) f admite primitive pe J gi F : J — R este o primitivd a sa.

Atunci functia (f ou)u' admite primitive pe I gi F ou este o primitivd a sa, adicd are loc egalitatea
/f(u(x)) V(@) de = Fu(z)) +C, z 1 (5.5.3)

Demonstratie. Deoarece F'(t) = f(t) oricare ar fi ¢t € J si functia compusd F o u este derivabila
pe I, avem pentru orice x €

((fou) (@) +C) = (F(u(z)) + C) = F'(u(x)) - u'(z) = f(u(@)) - v'(2),

ceea ce dovedegte ci F ou este o primitiva a lui (f o u)w’.
5.5.13 Observatie. Practic, pentru a calcula [ g(z) dz, unde g:I — R se procedeazd astfel:

a) Incercim si punem in evidenta o functie v : I — R derivabila si o functie f care admite primitive,
fu(l) — Rastfel ca g(z) = f(u(x)) v/(z).

b) Determindm o primitivd F' a lui f pe intervalul J = u(I), adica
/f(t) dt = F(t) + C;
¢) Atunci, o primitivd a functiei g = (f ou) - u’ este F owu, adica

/g(gc)da::/f(u(:v))u’(ac)ozl;v:F(u(gc))—&—C’7 zel

5.5.14 Exemplu. Sa calculam

/tgwdw, T € {O,g[zl.

Putem scrie g(z) = (cos x)’ pentru z € [07 z
CoS T 2

1
f@t) = -3 t €]0, 1]. Atunci g(z) = f(u(z)) v/ (z), x € [O,g [gi o primitiva a functiei f pe ]0, 1] este
F(t)=—1In t si deci

[ sl atunci ludm u(x) = cos z, w: {0, g{ — Rsi

/f(t)dt:/ f%dt:flntJrC, te€]o, 1].

™
Rezulta ca o primitiva a functiei g pe [0, 5 [ este F'ou, adica

/tgzdz:fln cosz+C,x € [O,g [

5.5.15 Observatie. Formal, dacs interpretam pe dz ca diferentiald, atunci v/(z) d x = d u (diferentiala
functiei u) si formula schimbaérii de variabild (5.5.3) se scrie formal

/f(u) du=F(u) + C.
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Se poate atunci, formal, proceda astfel: pentru a calcula [ f(u(x)) ' (z)d =, se face inlocuirea u(x) =t
gi se diferentiaza ca o egalitate de functii obtindndu-se v'(x) da = dt si atunci

/f(u(x))u'(x)dx: /f(t)dt:F(t)—i—C:F(u(x))—i-C.

Aceastd egalitate este formald, nu este egalitate obisnuitd de functii deoarece [ f(u(x)) v’ (z) dz sunt
functii definite pe I pe cand [ f(t)dt sunt primitivele lui f, deci sunt definite pe J.

5.5.16 Exemplu. Sa se calculeze

2z

Deoarece

1
1uému:R—>R,u(x):m2§if:RﬁR,f(t):m, t € R. Avem

1 1 t
tYdt= | —— dt= — tg — teR
[rwae [ ety J=+C. LER,

si apoi

2x (z2) 1 x?
mdl’: mdx:%arctg%ﬁLC,IGR

Formal, putem proceda asa: inlocuim z? =t, 2xdx = dt si atunci

/ 2 d / di 1act t +C 1 arct xQJrC’
————dax= [ ——= —ar — = —ar — .
zt+5 5+t2 /5 g\/g NG g\/S

Aplicand observatiile 5.5.13 si 5.5.15 putem da cateva primitive ale functiilor compuse (in ipoteza ca
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u: I — R, I-interval, este derivabila cu derivata continua):

o) o _u"i(x)
19 [u(z)u (35)0[917—717+1

+C', neZ, n # —1,
ua+1(x)

200 [u(z)u/(z)dx = P

+C, aeR, a#—1;

9. [

dr=In | u(z)|+ C;

e

40 [a"®) o/ (z)da= +C, a>0,a#1;

In a

50, [sin u(z) -/ (z) dz = — cos u(z) + C;

6°.  [cosu(z) -u/(x) dz=sinu(z) + C;

sin u(2)
90, f(;l(f;(x)dx:arcsinu(f)—i—a a€R, a#0;

10°. fazi/i%dx:iarctgu(ax)—kC,a#O;

11°. fz% dr =In (u(x)+ a? +u2(x)) +C, a#0;
1200 [ UQU(;E?)azdmzln‘u(x)—k\/m‘—i—C,a#O.

5.5.17 Teorema. (a doua metoda de schimbare de variabild). Fie I,J C R intervale gi
f:I—-R u:J— 1, functii cu proprietatile:

19, w este bijectivd, derivabild pe J si cu u'(x) # 0, oricare ar fi x € J,

20 functia compusd h = (f ou)u’ admite primitive pe J, H fiind o primitivd a sa. Atunci functia f
admite primitive pe I si o primitivd a sa este H ou™", adicd avem egalitatea

/f(x) drz=H (u!(x))+C. (5.5.4)

Demonstratie. Dacid H : J — R este o primitivd a lui h = (f o u)u’ pe J, atunci avem
H'(t) = h(t) = f(u(t)) - u/(t) oricare ar fi t € J. Apoi se deduce cad u=t : I — J este derivabild pe
Isi

1 1
(w1 () = =

w'(t) ' (u ()

Atunci

(Hou ')(z) = [H(u '(2) =H'(u'(2)) (v (2))

)
u(u™t(z)) v/ (" (x)) - ———— = f(z), oricare ar fi x € I.
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De aici se deduce ci H ou~"! este o primitiva a lui f i are loc (5.1.4).

5.5.18 Observatie. Aplicarea concreta a teoremei 5.5.17 se face in felul urmator: vrem sa calculam
[ f(x)dz, unde f: I C R — R este o functie care admite primitive pe I, atunci proceddm astfel

1°. Punem in evident# o functie u:J — I, J-interval, bijectivé si derivabil& pe J cu derivata nenuld
pe J si fieu™! : I — J, inversa ei (se spune ca u~! schimba variabila x in variabila t).

20, Determinam o primitiva H:J — R a functiei h = (f o u) v/, deci

/f(U(t))u’(t)dt = H(t)+C.

39. Atunci H ou™! va fi o primitiva a lui f pe I, adica

/f(z)de:H(U’l(:v))nLC, rel.

Formal se face inlocuirea x = u(t), dx = u'(t)dt, si atunci t = u~*(z). Integrala devine

/f dx—/f — H(t) + C = Hu~ (2))+C.

5.5.19 Exemplu. Sa calculam
/\/l—mgdx xel —-1,1[=1.

Consideram functia u : } T W[ ] — 1,1[, u(t) = sin ¢, derivabila i bijectivd pe ]—

o3
o N
v

w\ﬂl

u/(t) = cos t # 0 pentru orice ¢ € }—%7

= /1 —u?(t) =/1—sin? t-cos t = cos® t,

[ Atunci functia h = (f ou) v’ este

. T 1 . e T ey

pentru orlcete}—§,§[sau h(t) = 5(1—&—005 2t) si are primitive pe}—g,g[; o primitiva a sa este

T T
H:}—f,f[ R,

2 2l

1 1 1
H(t):§ <t+281n2t):2(t+sintcos t),tE]—g,g[.

Atunci

/f d:c*/\/lf:ﬁdx* () +C = H(arcs1nx)+0:%(arcsin r+xy1l—22)+C.

5.5.20 Exemplu. Sa calculam

/,dJU . z€]0, 7 [=I.

sin x
Formal, fnlocuim tg> = ¢ arctgt, d 2t
ormal, inlocuim tg= = t, x = 2arc r = ——dt.
b gQ b g b 1+t2
Mai avem .
sin = = t€l0, + oo,

L+t 1P

si integrala se scrie succesiv

d 1 2
.x _ +t ~idt:
sin x 2t 1+¢2

1
= /Edtzln |[t|+C=In ‘tg%‘—i—C.
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5.5.21 Observatie. Fie I, J C R intervale si w:I — J, f:J — R functii cu proprietatile

(i) u este bijectiva, derivabild pe I cu derivata continui si diferitd de zero pe I;

(ii) f este continud pe J.

Evident ca in ipotezele noastre f admite primitive gi fie F':J — R o primitiva a sa. Atunci, pe baza
Teoremei 5.5.12, deducem ca functia F o u este o primitiva a functiei (f ou)u’ pe I.

Invers, sd presupunem cd H = F o u este o primitiva a functiei (f o u)u’ pe I. Pe baza Teoremei
5.5.17 functia H ou™! = Fouou~! = F este o primitiva a lui f. Asadar, in ipotezele (i) si (i), functia
F:J — R este o primitivd a lui f pe J dacd si numai dacd F o u este o primitiva a functiei (f o u)u’.
Altfel spus, in ipotezele (i) si (ii) cele doua metode de schimbare de variabile sunt echivalente, existd doar
mai multe variante de aplicare a unei metode unice de schimbare de variabila.

Varianta I. Pentru a calcula

flx)dz, zel;
19, Scriem pe f(z) = g(u(z)) v (z), unde u : I — J, derivabild iar g : J — R o functie care are

primitive, G fiind o primitiva;
20. Se inlocuieste formal u(z) : =t si u/(x) dx := dt si se obtine

[owat=cwy+c. te
3. Revenim la variabila x, inlocuind ¢ : = wu(x) in G(¢) si obtinem

/ F@)da = Glu(z))+C.
Varianta a IT-a. Pentru a calcula
/f(x)dx , el
1°. Punem in evidentd un interval J C R si o functie u :J — I, derivabili si bijectiva si inlocuim
z:=u(t),t € Jdr:=u(t)dt

si obtinem integrala
/f(u(t))u'(t)dt , ted;

20, Gasim o primitiva H si atunci
/f(u(t))u'(t)dt =Ht)+C, telJ;
3%, Revenim la variabila x, inlocuind in H pe t := u~!(z) si obtinem

/f(x)dx = H(u (z)) + C.
Varianta a III-a. Pentru a calcula

/f(x)da:, x € I

1. Punem in evidentd in expresia lui f(x), o functie u : I — R injectivi si derivabild cu u=! :
u(l') — I si o functie g : u(f ) — R astfel incat f(z) = g(u(z)), = € I;

20, Inlocuim formal

u(z) @ =t x:=ul(t),
de : = (u () dt
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si se obtine integrala
[ow @ yae=r@+c, teur)

3°. Revenim la variabila x, punand ¢ : = u(z) in expresia lui F si astfel avem

/f(x)dsz(U(x))JrC’, zel.

5.5.22 Exemplu. Si se calculeze (cu varianta a III-a)

/& dz, x€]0, 7]

3sin’z + 1

Punem cos ¢ =t, x := arccos ¢, t €] —1, 1], do = — —==dt si se obtine

V-
/ VI—  —dt dt 1 / t
3( t2 4

1-2)+1 Vi J32—-4 3

3
2

L1 V3 —2
- ——In|— = — _—
322 ‘4 2 43 tvV/3+2
V3 V3

o
+
Q

|

+C,tel—1,1]

Atunci

+C.

sin x 1 V3 cos z—2
—5 dxr = In
3sin“x+1 43 | V3 cos z+2

5.5.23 Observatie. Problema determinarii primitivelor este mult mai dificila decat problema de-
rivarii. Determinarea primitivelor se poate face, cu metodele pe care le-am prezentat, doar pentru clase
restranse de functii elementare. Existda multe functii despre care desi stim ca admit primitive, acestea
nu se pot calcula, nu se pot exprima Intr-un numar finit de operatii asupra unor functii elementare,
deci nu sunt functii elementare. Primitivele acestor functii ne definesc noi functii, numite functii tran-
scendente, functii care sunt tabelate, valorile lor sunt date in tabele. Mentionam cateva functii dintre
acestea:

er(m):/e*ﬁd:p, reR; li(x /—d:ﬂ x€]l,00] (5.5.5)
Si(x):/SII;xdx, z €]0,400]; ci(x):/coixdx,x €10, +oo| (5.5.6)

Tot in aceasta categorie intra si integralele eliptice, avand forma

/R (2, /P@) ) da, (5.5.7)

unde P (x) este un polinom de gradul 3 sau 4, iar R(x, y) este o functie rationald in x si y.
Se arata ca integralele (5.5.7) se pot transforma in una din urmétoarele trei integrale

(5.5.8)

/\/1—x2 (1—a222)’

x dx
/\/1—:52 Y1 —a22?)’ (5:5.9)

13(3?) = (5510)

/ (1+ kxz)\/(l — x2)(1 —a212)’
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unde a,k € R, a €]0,1].

Formula integrarii prin parti, simpla si generalizata, si metodele de schimbare de variabila se pot
extinde, cu ajutorul formulei Newton — Leibniz gi la integrale Riemann (integrale definite).

5.5.24 Teoremda. (formula integrarii prin parti pentru integrale Riemann). Dacd
fyg:[a,b] = R sunt derivabile pe [a,b] si au derivatele f' g’ continue pe [a,b] atunci are loc egalitatea

b b
/ f(@) glx) dz = f(x)g(z)| — / f(2)d (@) de. (5.5.11)

Demonstratie. Din teorema de derivare a unui produs, avem

(f(@)-g(x))" = f'(x) - g(x) + f(z) - ¢'(2), @€ [a,0].
Pe baza formulei Newton — Leibniz (5.4.5.), obtinem

b

b
f(@) @)’ = / (@) g(z)da + / f(2) - ¢(x)du,

a

iar de aici rezultd (5.5.11).
5.5.25 Teoremai. (formula generalizatd de integrare prin parti). Dacd f,g : [a, b] — R au
derivate continue pand la ordinul n, n > 1 pe [a, b] atunci are loc egalitatea

b
[1P@ @ s = [f7 @) gla) - 1D ) @) + £V ) g a) -

b
+ (=D f(x) g("fl)(x)] ’Z + (=" /f(a:) ~g(")(1‘) dx (5.5.12)

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe teorema 5.5.10 si formula Newton — Leibniz, obtinandu-
se fard probleme relatia (5.5.12).
5.5.26 Exemplu. Sa se calculeze integralele

jus ™
2 2

A, :/sinnxdx si B, :/cos"acdx.
0 0

Pentru A,, aplicim teorema 5.5.24 si avem

w3

El
-1 ! -1 3 =2 2
A, = /sm x-(—cos z) de = —sin"™" "z cos m|0 +(n—1)/sm x - cos” xdx
0 0

= (n—1) [ sin" ?(z)(1-sin’2)de=(n—-1)A4, o —(n—1) A,
/

De aici se obtine relatia de recurenta

n—1

A, = Ap_2,n > 2.
n

Pentru n = 2k, obtinem, prin aplicare repetata pentru k = 1,2, ...,

(2k—1)(2k—3)-...-5-3-1
2k(2k—2)-...-6-4.2

A2k = A07
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3 T
cu Ag = [dz = =. Deci
0 2

135 (2k-3)2k—1) © (k-1 x
Azie = 2.4-6-...-2k 2 (2K 2 (5:5.13)
Daca n = 2k + 1 se obtine fara dificultate
2:4-6-...-(2k—2)(2k 2k) !
Aok1 = ( J2k) __ _(2k) (5.5.14)

1-3:5-...-(2k—1)(2k+1)  (2k+1) 1V

0
Pentru integrala B,, se observa ca daca se face schimbarea de variabila x = 5~ t, se obtine B, = A, si
astfel

(n -t 7 o
o daca n este par,
RS , daca m este impar.

Aici, notatia n !! (dublu factorial de n) inseamna c& factorii produsului n ! se iau din doi in doi, adica

nll — 4 6-...-n, dacd n este par,
T -3-5- , daci n este impar.

5.5.27 Teorema. (Formula lui Taylor cu restul sub forma de integrald). Dacd f: I — R,
I — interval, admite derivate pand la ordinul n+ 1,n € N, continue pe I gi dacd xg, x € I, atunci avem
egalitatea
T — g (:U )

@) = flao) + T2 g+ EE gy 1k
+...—|—($_717wa(”)($0)+% f x— )" fOFD () dt.

(5.5.17)

Demonstratie. Aplicim formula integrarii prin parti generalizatd (5.5.12) pentru functiile

F(t) = 70, 60 = "=t ¢ lrg.a] € I s obtinem

x

/ FM@)G(t)dt = F Y () G(t)

Zo

LR e

Zo

+... 4+

Zo

T

; 4 (—1)"/F(t) G (1) dt,

Zo

+H=D)TE() GOV ()

adica
JED o= E2 | <fn‘_t)l7;l o]+
(=02 oy [ TN
+ﬁf( )()x0+...+ 1 f(t) w0+/f(t)dt—
T—x x —x)? T —x9)"
= 7@) — fao) — T2 () - BT iy R

De aici rezulta imediat relatia ceruta (5.5.17).
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5.5.28 Teorema. (prima formuld de schimbare de variabild pentru integrala Riemann).
Daca I C R este un interval, a,b € R gi functiile u : [a, b]— I, f : I — R indeplinesc conditiile

1°. u este continud pe [a,b] si are derivata u' continud pe |a,b];

20, f este continud pe I, atunci are loc egalitatea

b u(b)
[ @)@ iz = [ s (5.5.15)
a u(a)

Demonstratie. Functia f, continua, admite primitive pe I. Daca F' : I — R este o primitiva a sa
atunci avem, cu formula lui Newton — Leibniz

u(b)

/ F() dt = F(u(b)) — F(u(a)).

u(a)
Functia compusa g:[a,b] — R, g(x) = F(u(z)), este derivabild, fiind compusa a doud functii deriva-

bile, gi atunci
g'(z) = F'(u(z)) v/ (z) = f(u(z)) -v/(z), x€a,b].

Aplicand din nou formula lui Newton — Leibniz

rezultd relatia (5.5.18).
1
5.5.29 Exemplu. Si se calculeze [ Lﬁ dx.
o 1+=x
Fie u(z) =1+ 25, u: [0,1] — R, evident derivabila si «/(z) = 62° este continua. Atunci avem
1 ) I ) u(1) 9
/ 7/“(”3)21 = 7/ 1n\t| Lo,
1+ acﬁ 6 u(z) 6 "6
0

0 u(0)

5.5.30 Teorema. (a doua formuld de schimbare de variabild). Fie functiile u : [a, 5] —
[a,b], f:]a,b] = R cu proprietatile
19, functia u este bijectivd si derivabild impreund cu inversa sa u™ ' : [a,b] — [, 3],
20w’ gi (u™Y) sunt continue pe |a, 5] respectiv [a, b];
30, functia f este continud pe |a,b].
In aceste conditii are loc egalitatea
u(B)

/f Ndx = / f@) - (w1 (t)dt. (5.5.19)

u(a)

Demonstratie. In ipotezele noastre, functia compusa f o u este continua gi deci admite primitive
pe [a, 8]. Daca F:[a, 8] — R este o primitiva, cu formula lui Newton — Leibniz, obtinem

B
/ flu(x)) dz = F(B) - F(a).

Insd functia F o u™! este o primitivd a functiei f - (u‘l)/ pe [a, b, deoarece

(Fou™)'(t) = F'(u™'(®)(u™)'(t) = (fou)(u™(t) (u1)(t) =
B f(U(u_l(t)))-(u_l)' (t) = £(t)- (™)' (®).
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Aplicam din nou formula lui Newton — Leibniz

u(B)

/ F@&) - (™) () = (Fou) (u(B)) — (Fou ) (u(a))
u(a )

= Fu™ (u(B))) = Fu™ (u(a )

5.5.31 Exemplu. Sa se calculeze f Tom r

1+ cos?x
Pentru calculul acestei integrale, o Vom descompune in doua integrale astfel

T

E U
T sin x T sin x T sin x
— T+
1+ cos*x
0 0

_— 5.5.20
1+cos2x 1+ cos?zx v ( )

™ .
J s
0 z z z
/ rsinx /F—t sin(m / blnt / sint / tsint
14 cos?z 1+ cos?(m —t —|—coszt
z 0 0 0

1—|—cos2t 1—|—c052t
Acum din (5.5.20) obtinem

[SE]

La integrala a doua vom pune x = 7w — ¢ i atunci pentru x € [

ol 2

,W} vom avea t € [O,

|

[ME)

™

/ rsinx / sint
14 cos?zx
0

1+0052t 2
0

iar de aici, cu schimbarea de variabild cost = u,t = arccosu,u € [0,1] cdnd t € [0 }, —sintdt = du, se
gasegte

0 1
rsinz —du du
———dzx T =7
1+ cos?zx
1 0

1
marctgul, =

5.5.32. Observatie. Teoremele 5.5.28 si 5.5.30 se pot unifica intr-o singura formuld de schimbare
de variabild cu cele trei variante de aplicare prezentate la Observatia 5.5.21, doar ca in cazul acesta
odatd cu schimbarile formale de variabild se schimba gi limitele de integrare prin inlocuirea u(x) := t sau
x = u(t).

1 3z
5.5.33 Exemplu. Sa se calculeze f ¢

e3x
Cu substitutia e3* = ¢ adica x :

atunci t = e3. Integrala devine

—Int dz := 3—dt si daca x = 0, atunci ¢t = 1, iar daca = = 1,

1 e

63
e3® t 1 1 dt 1+ €3
= Cdgt=- 71 14+t =21
/1+e3w * /1—|—t 373 ) 1+¢ nll+ ‘ 3

0 1

2
/ 1
5.5.34 Exemplu. Sa se calculeze

d
/0052 (1+tgx) *

0
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Vom face substitutia tgx := ¢ sau x := arctgt, dz := dt. Noile limite de integrare vor fi 0 si 1, astfel

1
14 ¢2
ca integrala va fi

T 1 1 1
t
/ gm / :/dt / ~In(1+8)]5 =1-In2.
cos? x +tgx 1+ 1+
0 0 0 0

5.6 Integrarea functiilor rationale si a altor clase de functii

Vom vedea in acest paragraf ca primitivele functiilor rationale nu sunt intotdeauna functii rationale
dar sunt functii elementare care se exprima ca o suma de functii rationale si de functii logaritmice sau
functii arctangente.

5.6.1 Definitie. (Functie rationald simpla). O functie rationald f se numeste functie rationala
simpla sau fractie simpla) daca are una din urméatoarele forme:

L f(z) := apa™ +az" '+ .. . +an1x+a,, neEN, qg; €R,i=0,n;

A
II. f(z) == ———unden € N, a, A € R;
(z—a)"
Az + B
MLf(e) = —2 T2 nden€N, A, B, a, b, ceRsib?—4dac < 0,
(az? + bx + c)™
P
Se aratd, in teorema urmatoare, ci orice altd functie rationald f(z) := Qg;’ este o combinatie

liniara de functii rationale simple.
5.6.2 Teorema. (Teorema de descompunere a functiilor rationale in functii rationale
P
simple). Fie functia rationald f: D — R, f(x) = QEHC;,
x

prime intre ele i D ={z € R |Q(x) # 0}. Dacd Q are descompunerea in factori ireductibili

unde P si Q sunt polinoame cu coeficienti reali,

Qz) = (x —z)™ (x —x2)" ... (x — xx)™ (012 + byz + )™ ... (asx? 4 byx + ¢5)™/* (5.6.1)

unde 1,%2,...,x) sunt rdddcinile reale ale lui Q, iar A; = b? — 4a;c; < 0, pentru i = 1,2,...,s si
N1,MN9, ..., Nk, M1, Ma,...,Ms € N* asa ca

ny+ng+...+ng+2(mg +ms+...+ms) =grad Q,

atunci existd un polinom cu coeficienti reali p(x), si constantele reale Ag7 i=1,k j=1,n;; BL7 Cll77
p=1,s; l=1,m astfel incat f sa se scrie in mod unic sub forma

A? AP
+Z (x_xZ (z—xi)2+"'+(x—xi)m>+

Bll' + cl B2 + 02 Bmp mp
+§ P+ P b +...+ G , (5.6.2)
apr? +bpx +c¢p  (apr? +bpx +¢p)? (apx? + by + cp)™>

pentru orice x € D.

Renuntam la demonstratia teoremei, datorita lungimii ei.

Din (5.6.2) se deduce ca pentru a integra functia rationala f trebuie si integram un polinom si o
suma de functii rationale de tipul II si III. Daca polinomul p este

p(r) = apr" + a1zt + ...+ an_17+a,, a; €R;i=0,n,

atunci

/p(x)d;v:%m”"’l—&—%x"—i—...—i—%xQ—l—anx—i—C,

daca x € I — interval inclus in D.
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P
5.6.3 Observatie. Daci in f(z) = QEx; gradul polinomului P este mai mic decat gradul lui @,
x
atunci polinomul p din (5.6.2) este identic nul. Daca functia rationald simpla care intrd in descompunerea

A
5.6.2) are forma II, adica f(xr) = ———, x € I C D, atunci pentru n =1
(z —a)
r—a)”

A
/ dr=Aln |z —a|+C,

r—a

iar daca n > 1, atunci

A _ (v —a)~"t? A 1
— :A —_ n :A = .
/(:cfa)”dx /(ac @) "de -n+1 +c 1—n (xfa)"*l_'_c

Daca functia rationala simpla este de tipul III, atunci

Axr+ B

A prp

,zelcD, A=b*—4dac<0,

$i pentru a gasi primitiva sa vom scrie
b A
4+ — ) — =
2a 4a?

Ax + B Ax + B
/f@)“—/md“/ b i

ar’+br+c=a

Atunci

b
Daca facem substitutia z + 2 = t, obtinem integrala
a

dt + B—- —

_ v dt
an(t2 + a2)n am (t2 + a2)n am 2a

@+ a2 "

b
/A<t_2a)+B A i 1< Ab)/ 1
dt = —
Asadar, a ramas sa calculam integralele de forma

t 1

Pentru aceste doua integrale avem doua cazuri, n =1 si n > 1. Pentru n = 1 se obtine imediat
t 1 [ (2 +a?) 1
- dt = = A dt=—In(t? H4 o, teR,
/(t2+a2)” 2/ 2 + a2 g (ot
si de asemenea

1 1 t

Daci n > 1, prima integrald (5.6.3) devine, pentru t? + a? = u

t 1 2 + a?) 1 [d 1 gyt
/7(#:,/(""70‘)@:,/7“:,” +CO=
(2 + a2)n 2 | @+a2)n 2] w2+l

1 1
= c, tekR
21 —n) (24 a2)"1 e, e
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Cea de-a doua integrald (5.6.3) pentru n > 1, se calculeaza cu ajutorul unei formule de recurenta.

dt
Daca notam I,, := [ CEYEE atunci integrand prin parti pe
o n
1 1
ILn 1= ——-——dt= | t —————dt,
1 / (12 + a2)n-1 / (2 + a2)n1
obtinem
t —(n—=1)t+a?)" 2.2t t
In1= 75 2 —1*/15 ( 2)( 22)—2 dt = 75 1
(12 4+ a2)n (12 4+ a2)2n (t2 4 a2)m
t2 t 2 +a?—a?
2(n—1 ——dt=————7+—+4+2(n—-1 ———— dt=
+2(n )/ (2 + a2)n (2 + a2)n-1 +2(n )/ (2 + a2)"
t

- 2
S @ran 1 +2(n—1)I—1 —2(n— 1)’ I,,.

Explicitam in raport cu I, si gasim relatia de recurenta

1 t 2n —3

L= —
a? {2(71 —1)(t%2 4+ o?)nt + 2n — 2

Inl} . n=2,3,..., (5.6.4)

iar ) ) ;
Ilz/mdt:aarctga'i—c, tGR

5.6.4 Exemplu. Sa se calculeze

/#dm
202 +4x+7

Avem A =16 — 56 = —40 < 0, aga ca avem o functie rationala simpla de tipul III cu n =1. Putem

scrie
1 d d
[ st ] ot
¢+ 4x + 2[ } (ac—|—1)2—|—§

x2+2x—|—1+§—1 z2+§

Acum putem face substitutia z := z + 1, dz := dz si obtinem

3\/5 z 3 V2(x +1)

J =/ zarctg—= 4+ C = arct +C,xz e R.
2V'5 g\/g VAT R
2

5.6.5 Exemplu. Sa se calculeze

1

/ a;—i— dx,x > 0.
0+

Descompunem functia rationald in functii rationale simple cu ajutorul relatiei (5.6.2)

z+1 r+1 _é Bx+C

B4z z@2+1) 0 22417
Vom determina constantele A, B, C prin identificarea celor doi membri ai egalitatii

z+1 (A+B)z? +Cz + A

z(x?2+1) z(x?2+1)
Deducem ca A+ B=0,C=1,A=1giastfel A=1,B=—1,C =1. Vom avea

r+1 1 —x+1 dx T 1
do= [ (=+ 2 )aw= [ Z- [ L 4 —da=
/x3+xx /(SL‘+$2+1> * /ac /x2+1x+/m2+1x
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1
=lnz - B In(z? 4 1) + arctge + C,z > 0.

5.6.6 Exemplu. Sa se calculeze

22 + 2 + 12
/ v vt dr,z €1, (5.6.5)

(x —1)(22 — 22 + 5)2

I fiind un interval din R care nu contine punctul x = 1.
Vom descompune, conform Teoremei 5.6.2 functia de sub integrala in functii rationale simple

222 + 21 + 12 A n Bx+C Dz + FE
(x—1)(22 -2z +5)2 x—-1 22-2x+5 (22 —-2z2+5)2"

Vom determina constantele A, B, C, D, E prin identificarea numaratorilor din cei doi membri, dupa
aducerea la acelagi numitor
222 4 2z + 12

(x —1)(22 — 22 + 5)2 -
A(x? =22+ 5%+ (Bx + C)(x — 1)(2® =20+ 5) + (Dx + E)(z — 1)
(x —1)(a? — 2z +5)? ’

Se obtine sistemul liniar
A+ B =0,
—4A—-3B+C =0,
14A+7B—-3C+ D =2,
—20A—-5B+7C - D+ E =2,
25A —-5C + E =12.

Solutia acestui sistem este A=1,B=-1,C=1,D= -2 F=8.
Functia rationald de sub semnul integrala se va descompune astfel:

222 + 27 + 12 _ z—1 _ 2z -8
(x—1)(z2-22+5)2 x—-1 a2-2x+5 (22—22+5)2
si atunci
2 _ _
/ 2z° + 2z + 12 do — 1 d:v—/ z—1 d:r—/ 22 — 8 do —
(x —1)(22 — 22 + 5)2 x—1 x2—2x+5 (22 — 22+ 5)?

=lnjz—-1—-J — Jo (5.6.6)
Dac# facem in Jy si Jp substitutia # — 1 :=t,z :=t+ l,dz :=dt, 22 — 20+ 5= (x — 1)* + 4 = {2 + 4,

atunci ) ,
t 1 t*+4 1 1
J1I=/ dt —/( + )dt:§ln(t2—|—4)=§1n(x2—2x+5),

2+4" 2] 244
2(t+1) -8 2t 1 (t? 4+ 4)
= S Cdt= | ————dt—6 | ————dt= [ ——dl — 6], =
& / GEFE /<t2+4>2 6/(t2+4)2d /<t2+4)2d ol
1
=3 6k (5.6.7)
Integrala
1
L= —— 6.
) /(t2+4)2dt, (5.6.8)

se calculeazd cu relatia de recurentd (5.6.4) pentru n = 2, sau se calculeazd prin parti integrala

1 1t
L= [ ——dt = arctg_.
L /(t2 Ty T ey
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Se obtine
I L t +1actt
= - |—>—5—~ + —arctg—| .
2T 2+ 1M

Acum integrala Jo devine

J 1 3 t ¢ t
=— - = — —arctg—.

2T T4 d2+4 87083
Inlocuind ¢ := z — 1 obtinem expresia finald pentru integrala (5.6.6)

1
2 —2x+5

/ 222 4+ 2z + 13
(

1
—Inje—1]— = 1In(z? -2 -
xfl)(x272x+5)2dm nle =1l 2 n( z+5)

3 rx—1 3 tx_l—i—C
——————— — —arctg—— :
122 —2z+5 81T

5.6.7 Observatie. (Un procedeu pentru determinarea coeficientilor din descompunerea
unei functii rationale). S& presupunem ci

Q@)= (z—a)* Qi (x)
si avem descompunerea

o P(m) o Al A2 Ak Pl(if)
f(x)_Q(x) _x—a+(m—a)2+'”+(az—a)k+Q1(x)

xel (5.6.9)

unde x = a este raddcind multipld de ordinul & al numitorului @Q(x) si deci Q1(a) # 0. Pentru deter-
minarea lui Ay, inmultim in ambii membri egalitatea (5.6.9) cu (x — a)* si obtinem

(x—a)*f(z) = C};L((xx)) Ak+Ak_1(xa)+"'+Al(fUa)k1+(xa)kgll((?),
De aici obtinem . »
. P(@) Pla
A = ;ll}}l Qi(x)  Qi(a) (5.6.10)
Ak

Pentru a determina pe Aj_1, termenul -din (5.6.9), cu Ay determinat cu relatia (5.6.10), se

(z —a)

trece iIn membrul stang si efectuandu-se operatiile, gasim

P(x) . Ak _ A1 Ak_g Ak—l Pl(a:)
(r—a)kQi(z) (r—a) z-a et (z —a)k—2 + (x —a)k—1 + Q1(z)

Membrul stang se scrie, evident

(SL’ — (L)PQ(,I’) . PQ((E) - A1 + + Ak,1 T Pl(x)
(z—a)fQi(x) (z-a)'Qi(z) z—a (z—a)'  Qua)’
unde P» este un alt polinom. Acum, pentru determinarea luiAg_1, repetam acelasi procedeu, inmultim
in ambii membri relatia (5.6.11) cu (x — a)*~'si apoi facem = = a (sau @ — a). Se continui procedeul
pand cand se obtine si coeficientul A;. Intr-un mod aseminitor se determind coeficientii Blsi CJdin
descompunerea (5.6.2).
5.6.8 Exemplu. Sa se calculeze

(5.6.11)

22 +3x+1
d 3 . 5.6.12
/($—2)2($2+4$+8) z,r € [3,+00) ( )

Avem descompunerea in fractii simple
22 +5x+1 A B Cx+ D

(x —2)?(z? + 4z + 8) :x—2+(x—2)2+x2+4z+8.

(5.6.13)



5.6 Integrarea functiilor rationale si a altor clase de functii 225

Vom determina coeficientii A, B, C, D € R utilizdnd observatia 5.6.7. Intii pentru determinarea lui
B, inmultim (5.6.13) in ambii membri cu (x — 2)? si apoi facem x = 2.

_a:2+5x+1 3

o2 tda 8|, 4
In continuare, scriem relatia 5.6.13 in felul urmator

22+ 541 3 A Cx+D

(x — 2)2(22 + 42 + 8) 4(x—2)271:—2+x2+4x+8'
Efectuand calculele in membrul stang, obtinem

2? + 8z — 20 (z — 2)(x + 10) x4+ 10

4z —2)%(22 +42+8) 4(z—2)%(22+42+8) 4(x—2)%(22+4x+8)

z+10 A Cx+D
= 5.6.14
4(x —2)%(2? + 4 + 8) m72+z2+4x+8 ( )

Acum Inmultim ambii membri ai acestei egalitatii cu x — 2 i apoi vom face z = 2. Gasim

z+ 10 3
A= —/———— =_.
4(z2+4x+8)|,_, 20

Cu A determinat, relatia (5.6.14) se scrie

z+10 3 Cx+D

4(x —2)(22 +4x +8) 20(x —2) a2 44x+8

sau efectuand calculele
3x + 39 Cx+D

S 20(2? +4x+8) a2 +4r+8

De aici se obtine imediat

3 13
———_ D=-= .6.1
C 50’ 20 (5.6.15)
Revenind la relatia (5.6.13), in care inlocuim valorile gasite, avem
/ 22+ 5z +1 3 dx 3/ dx 1/ 3z 413
dr = — | —+- | ——-= | ———dx=
(x —2)%(22 + 42 +38) 20/ x—2 4) (x-2)2 2) (z+2)2+4
3 3 1 1 3(z + 2) 7 dx
= —In(z—-2)—- - ———dat+ = | ————
T R G Y 2/(x+2)2+4 "T%0) wr2ria
In final, am obtinut pentru orice z € [3, +00]
22+ 5z + 1 3 3 3 7 z+2
dr=—In(z -2 ————— — —In(z%+4 — —arctg—— .
/(m—2)2(x2+4m+8) v= g =) - mqn gy T ol T4 8) - pardte—— 4+ 0

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva clase de functii a caror integrare se reduce printr-o schimbare
de variabild convenabild la integrarea unei functii rationale (la o integrala rationald). Asemenea integrale
le vom numi integrale reductibile la integrale rationale.

5.6.9 Observatie. Integralele de forma

b

/R(u(x))u'(x)dx, (5.6.16)

a
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unde R(t) este o functie rationald iar u(z) este o functie oarecare u : [a,b]—R cu derivata continui pe
[a,b], sunt integrale evident reductibile la integrale rationale prin schimbarea de variabild u(x) = t.
Integralele de forma

b

/ R(u())de, (5.6.17)
a
nu sunt insi, in general, reductibile la integrale rationale chiar dacd R(t) este functie rationald (exceptie
cazul cand u(z) este o functie rationald). Existd insd citeva alegeri pentru u(z) aga ca integrala (5.6.17)
sa fie reductibila la una rationala.
5.6.10 Teorema. Integralele de forma

b

/R(e”‘z)dx (5.6.18)

a

unde R(t) = ggg

se reduc la integrale rationale.

este o functie rationald, a€ R, asa ca pentru orice x € [a, b] numitorul sdu Q(e**) # 0,

- 1 11
Intr-adevar, cu substitutia e*® := t sau x := — Int, dx = fgdt, este clar ca t € [e®®, e*’] pentru
o a

x € [a,b] si integrala (5.6.18) devine
/R dt /R1

unde R;(t) este o alta functie rationala.
5.6.11 Teorema. Integralele trigonometrice de forma

/R(sinx,cosx)dx,a: €la, b)) —mm=1 (5.6.19)

unde R(u, v) este o functie rationald de doud variabile, sunt reductibile la integrale rationale cu substitutia

x
tg§ =1, adicd x := u(t) = 2arctgt.

. < o . T 0
Demonstratie. Este clar ca daca = € I, atunci 5 € ] bE 2} si functia tg§ este strict crescatoare

si inversabila. Utilizand formulele

x N
sinx = T = 5, COST = &= 5 (5.6.20)
14+tg2s L+t 1+tg2s 1+t
2 2
de =u'(t)dt = 2 d

se obtine
t t

b 2 2
_ 20 1—t*\ 2
/R(51nx,cosx)da?:/R(l+t2, 1+t2) 1+t2d /Rl( )dt,
a t

1 1

b
unde R;(t) este o altd functie rationald de variabilat pe intervalul [t1, t2], cu ¢ = tg%, ty = tg§.
5.6.12 Exemplu. Sa se calculeze

/ dx
sinx 4+ cosx + 1
0
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2
Cu substitutia tgg =t, x = 2arctgt, dv = ——d¢t, utilizand formulele (5.6.20) obtinem

1+ ¢2
. ) 2t . 1
14 ¢2
/Smx+c0sx+1 / 2t +1—t2+1 /2t+2 / * )0 "
0 " Tre Tt 0

5.6.13 Observatie. Uneori pentru calculul integralelor (5.6.19) schimbarea tgE =t duce la calcule

complicate gi atunci exista inca trei cazuri posibile de reducere a integralei la una rationala.
19, Daca functia rationald R(sinz, cos) satisface relatia

R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz),z € [a,b] C },g’ g} , (5.6.21)

atunci inlocuirea tgx := t sau x := arctgt, ne duce la o integrala rationala. Intr-adevar, daci R(u,v) este
U u

pard simultan In raport cu ambele variabile, putem scrie R(u,v) = R (7 ‘v,v) =R (f,v), unde R
v v

este o alta functie rationald in argumentele sale. Apoi
U
R(—u,—v) = Ry (f —v) = R(u,v) = Ry (av) ,
v v
U U
deci Ry este pard In raport cu v gi deci putem scrie R(u,v) = Ry (f,v) = Ry (7,02), unde Ry este o
v v

alta functie rationald. Integrala va fi atunci

b
/R(sinx,cosx)dm = /Rg(tgas,cos2 x)dr =

tgb tgb
1
= Ry t,—— Rs(
/ 2( 1+t2>1+t2 / 3t
tga tga

unde R3 este o noua functie rationala.
5.6.14 Exemplu. Sa se calculeze

dx

sin? z cos2 x

|
w3~y

Functia de sub semnul integral este simultan paré in raport cu sin  gi cos z, adic satisface (5.6.21).

Deci cu inlocuirea tgx := t,x := arctgt, doe = H—iﬁdt obtinem

/ d 7 . ﬁ(1+t2)2 Ve 1 2
X ]__|_t2
_— = = ~—dt = —+ = +1|dt=
/sin4xc032x / t4 1 / t4 /<t4+t2+ )
% VB2 142 V3 -3

_<_11__2+t)“§ a5 b2 163
363 ¢ 3 V3 93 27

20, Daca functia R(u,v) = R (sinz,cosx) este impara in raport cu u = sinz, adica

R(—u,v) = —R(u,v), (5.6.22)
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atunci inlocuirea cos x := t sau « := arccost, reduce integrala (5.6.19) la o integrala rationald. Justificarea

este imediatd deoarece din relatia (5.6.22) rezultd cd functia @ este para In raport cu u deci ea se

. R(u,v . 9 . . o

scrie sub forma M = Ry(u?,v), adicd R(u,v) = Ry (u?,v) - u, unde R; este o alta functie rationala.
U

Deci

b b
/R(sin x,cosx)dr = Ry (sin? x, cos z) - sin xdx =
to to
= /R1(1 — % t)(—dt) = /Rg(t)dt
t1 t1

unde R este o functie iar t; = cosa,ty = cosb.

s
5.6.15 Exemplu. Sa se calculeze fsin5 x cos? xdx.
0
Functia de sub semnul integrald este impara in raport cu sin x, astfel ca inlocuim

cosx :=t,—sinxdr = dt,t; = cos0=1,t5 =cosm = —1.
Obtinem

™ 1 1
/sin4xcos2 rsinzdr = — /(1 — )2 t2dt = /(t6 —2t* +1?)dt =
0 1 21

_ (17w L2 2 1) _ 16
~\7 5 " 3/)|, “\7 5 3) 105
3%, Daci in integrala (5.6.19) functia de sub integrald R(u,v) = R(sinz,cosz) este impari in raport
cu v = cosx, adica

R(u,—v) = —R(u,v), (5.6.23)

atunci cu substitutia sinz := ¢, integrala se reduce la una rationala. intr—adevér, din (5.6.23) rezulta

R(u,v . . R(u,v . . o .

a M este para in raport cu v, deci g = Ry(u,v?), unde R; este o functie rationald. Atunci
v

v
R(u,v) = Ry(u,v?) - v si avem

b b
/ R(sinz,cosz)dx = / Ry (sinx, cos? ) - cos xdx =
a a

ta 2]

_ /Rl(t,l—t2)-(dt):/Rz(t)dt,

t1 ty

unde Ry (t) este o functie rationala.
5.6.16 Exemplu. Sa se calculeze

x
i
dx
cosx
0
Functia este impara in raport cu cos x si atunci inlocuirea sinx := ¢, cosxzdz = dt,t; = sin0 = 0,

2
to = sing =5 conduce la
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= i
/ / cos rdx / dt t—1
- ln =
coS T cos? x 1—¢2 t+1
0 0

_1 (22
=355

n
V242

2

5.6.17 Teorema. Integralele de forma

B

Jjaxr—+b

[e3

P
unde R(u,v) = QEZ’% este o functie rationald de doud variabile, sunt reductibile la integrale rationale,

daca se face schimbarea de variabile

az+b dt™ — b
=" = — = u(t). 6.2
i d sau T pr— u(t) (5.6.25)

Desigur, functia de sub integrala trebuie sa satisfaca cateva conditii minime de existenta:

jar+b . .
a) Q <a:, M) # 0 pentru orice z € [a, 5];

> 01n [«, §] dacd n este numar par;

R . axr+b o . . . . o
¢) ad # be, deoarece in caz contrar functia se reduce la o constanta si deci functia de sub integrala
cx

nu mai este o functie irationala.

Cu acestea, integrala (5.6.24) devine

ta

jR <x ; Z;I;) dr = jR(u(t),t) o (8)dt = /Rl(t)dt

[e3%

/ b b
unde R;(t) este clar o functie rationald, iar ¢t = { %;tg =7 Zg——l—i_d'

5.6.18 Sa se calculeze

7/9
1 ,jx—1
I:= y dx. 5.6.26
/x—i—l z+1 o ( )
—7/9

Avem o integrald de forma (5.6.24). Pentru a o reduce la o integrald rationald vom face schimbarea

= t3. De aici obtinem

T —
de variabila (5.6.25), care in acest caz este 1
x

1+ 612
1t — dr = ———dt.
18 (1—t3)2
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Integrala (5.6.26) devine, cu noile limite de integrare,

12 12
t #1141
I = —dt = — —dt =
¢ / 11— / B_1
22 2o
~1/2 ~1/2

1
- _3/dt_3/(t—1)(t2+t+1)dt'
Z2

-2

Daca descompunem in functii rationale simple

1 11 1 t42
(t—1D(2+t+1) 3 t—1 3 24+t+1’
—1/2 —1/2 0
1 dt t+2 9 1.7 udu
I =-3t—3t_2 — — —  C dt=—"41n2—-In-
-3 /t—1+/t2+t+1 g T 2n4+/u2+3/zfr
=2 -2 -3/2
9 0
+§ / _du —g—i—an—llnz—l—lln u2—|—§
2 u?+3/4 2 4742 4)| s
—3/2
0
2u ™3 9 1
+ V/3arctg— = — ——-———In"7.
V313 302

5.6.19 Obsevatie. O integrala de forma

b
ez + b\ A ax+ b\
J = /R (m, (cm—i—d) ey (cm+d) )daz, (5.6.27)

unde R(uy,usg,...,ursr1) este o functie rationald de argumentele sale, iar m;,n; > 2,4 = 1,2,...,k sunt

: G oo . Lo ar+b
numere naturale, se reduce la o integrala rationala prin schimbarea de variabila 7= t", unde n este
cx

cel mai mic multiplu comun al numerelor nq,no, ..., ng. Justificarea este imediata, in ipoteza ca functia
de sub integrald satisface conditii de existentd similare conditiilor a),b),c) de la teorema 2.6.17.
5.6.20 Exemplu. Sa se calculeze

0
ve+1
Ji= | ———=dx.
1+ ¥z +1
-1

Cu schimbarea, de variabila x + 1 := t6, dx := 6t%dt, t; = 0,t, = 1, obtinem

1
3 18
= - 6t°dt = — _dt=
J /1+t2 0 6/t2+1
0

1
/t8+t6—t6—t4+t4—t2+t2—1+1
t2+1

dt =

1
1
6 o214+ —— ) dt=
/( + +t2+1
0

1

0

t7 5 3
6(75+3t+arctgt)
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(Lol Lo Ty _3r 152
T O\7 5 3 4) 2 35"

5.6.21 Teorema. Integralele de forma

B

/R (a:, Vaz? + b + c) dz, (5.6.28)

«

P(z,y)
Q(x,y)

rationald dacd urmatoarele conditii sunt satisfacute:

a) Q (z,Vaa? + bz + ¢) # 0, oricare ar fi x € [a, B];

b) ax? + bx + ¢ > 0, pentru orice x € [, ();

c) a#0si A=0*>—4dac#0.

Demonstratie. Vom prezenta schimbarile de variabile ale lui Euler, insa acestea nu sunt
singurele care reduc integrala (5.6.28) la integrale rationale.

19, Daca a > 0 se face inlocuirea

unde R(x,y) = este o functie rationald in doud variabile, se reduce intotdeauna la o integrald

Vaz? +bx +c:=t—/az, (5.6.29)

t?—c
2V/at+b
parcurge intervalul [, 5] atunci ¢ parcurge intervalul [t1,t2] unde ¢; si t2 se obtin din (5.6.29) pentru x

=a, respectiv x = . Prin metoda reducerii la absurd se deduce ca b+ 2+/a -t # 0 pentru orice t € [ty, t2].
Atunci integrala (5.6.28) devine

care ne conduce la = := u(t) = . Deoarece t este o functie continua de z, inseamna ca daca z

/ R(u(), t — v/a-u(t)) - o (t)dt / Ru(t)dt,

unde Ry (t) este o functie rationald de t, deoarece si u(t),w’(t) sunt functii rationale de ¢.
20, Daci ¢ > 0 se face schimbarea de variabild

Vax? +bx +c:=tx ++/c. (5.6.30)
2yt =

De aici se scoate z gi avem x = u(t) = e ,t € [t1,12]. Integrala (5.6.28) devine
o —

/R(u(t),tu(t) + Ve (t)dt = /Rg(t)dt,

unde Rs(t) este o functie rationala de t, deoarece R, u si v/ sunt functii rationale.
39. Dacd A = b? — 4ac > 0, adics trinomul de gradul doi axz? + bx + ¢ are radicini reale si distincte
r1, To atunci se face schimbarea de variabile

vazr? +br +c

=t —ag) =t*(x — x1). 5.6.31
pra—— sau a(x — x2) (x — 1) ( )

De aici se obtine

x1t? — azx a(xy — x2)t
z:u(t)::ﬁ, te[tl,tg],vaxQererc:%,

gl integrala (5.6.28) devine

to ta

/ R (u(t), W)U'(t)dt _ / Ry(t)dt,

t1 t1
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unde R3(t) este o functie rationala deoarece R, u si u' sunt functii rationale.

Asadar in fiecare caz 1°, 29, 3% integralele (5.6.28) se reduc la integrale rationale.

5.6.22 Observatie. Schimbdrile de variabile definite de relatiile (5.6.29), (5.6.30) si (5.6.31) se
numesc substitutiile lui Euler.

5.6.23 Observatie. Este posibil sa avem indeplinite simultan doua sau trei din conditiile a > 0,
¢ > 0si b? — 4ac > 0. Atunci se poate efectua oricare din substitutiile (5.6.29), (5.6.30) si (5.6.31).

5.6.24 Exemplu. Sa se calculeze

1
/ dx
) r+vVEZ—z+1

Avem o integrala de forma (5.6.28) cu a = 1 si ¢ = 1. Deci putem face sau substitutia (5.6.29) sau
substitutia (5.6.30). Sa o facem pe (5.6.29)

-1
Va2 —z+1l:=t—z,2> —z+1=1t>—2tx + 2% 2 :=ult) =

2t —1’

262 —t+1)
(2t —1)2

1 2
dz ﬁ—t+1 3
L — n dt =
r+vVx2—xz+1 2t—1 2t—1 (2t—1)2
0 1 1

3 3 1
— |2t — 2@t —1)— 2.
{nt 2n(t ) 5 }

dr = u'(t)dt = dt.t, =1t = 2.

:1+21n2—gln3.

5.6.25 Definitie. Integralele de forma

B
/xm(aar” + b)Pdx, (5.6.32)

unde a, b € R iar m, n, p sunt numere rationale, se numesc integrale binoame.
Pentru ca integrala (5.6.32) s& aiba sens sunt necesare satisfacerea urmatoarelor conditii:

a) x > 0 pentru orice z € [a, (], dacd unul dintre numitorii lui m sau n este numér natural par;
b) z # 0 daca cel putin unul dintre numerele m si n este negativ;

c) ax™ + b > 0, oricare ar fi x € [, 8] dacd p are numitorul un numéar par gi ax™ + b # 0 pentru orice
x € [a, f], dacd p < 0.

Matematicianul rus P. L. Cebigsev a demonstrat ca existd numai trei cazuri in care integralele
binoame (5.6.32) sunt reductibile la integrale rationale. Aceste cazuri sunt prezentate in teorema care
urmeaza

5.6.26 Teorema. O integrald binoama (5.6.32) se reduce la o integrald rationald in urmdtoarele
cazuri:

1°. Dacd p este numdr intreg, atunci substitutia

x:=u(t)=t", (5.6.33)

unde re€ N*, este cel mai mic multiplu comun al numitorilor lui m si n, reduce integrala binoamd la o
integrald rationald;

. m+1 . . G
29. Dacd este intreg, atunci substitutia
n

" —b\"
ax™ +b:=1", sau x = u(t) = < " ) , (5.6.34)
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unde r este numitorul lui p, reduce integrala binoama la o integrald rationala.

1
+ p este numdar intreg, atunci substitutia

3%, Dacd

1
b o\ "
a+bx " =t"sau z:=u(t) = (t” — a) , (5.6.35)

unde r este numitorul lui p, reduce integrala binoama la o integrald rafionala.
Demonstratie. In cazul 1°, daci facem substitutia (5.6.33), integrala binoama (5.6.32) devine

t2 t?
/ " (at™ + b)PrtT T dt = / R(t)dt,
t1

t1

unde t; = {/a,ty = /B, iar R(t) este evident o functie rational de ¢.
1
o € Z, cu substitutia (2.6.34), integrala binoama (2.6.32) devine

Daca p ¢ Z, dar

to

ro_ o r__ %—1
/(t b) .tP'T.l.r.tT1.<t b> dt =
a n a a
t1
to to
r 1 pr+r—1/4r mil_ g
L [ —n =P = a [ Ry,
n a
t1

t1
m+1
— 1 sunt numere

unde A este o constantd iar Ry (t) este o functie rationald, deoarece pr+r — 1 gi
1
+p este intreg, cu substitutia

- .. . 1 .
intregi. In cazul in care nici p, nici , u sunt numere Intregi, dar

(2.6.35), integrala binoamd devine

n+1

to m
b ™ bp.tpr T 1
. — ) opw TTL —g) T e dt =
/ (t”" —a) (tr —a)p ( n) ( @)

ty

to

to
— B/tPT‘*FT*l(tT _ a)—(m:rl +p+1)d7" _ B/Rg(t)dt,

tl tl

1
unde B este o constantd si Ra(t) este o functie rationald deoarece pr+r — 1 gi — ( +p+ 1) sunt
n

intregi.
5.6.27 Exemplu. Sa se calculeze

[WE-1, ™
/Gid:c :/ 70210 —1)2da.
7
T 1
- 7 1 . . L e
In acest caz avem m = ~5 n=—,p=2. Cum p = 2 este intreg facem schimbarea de variabild (2.6.33),

adica x :=t,t := ¥z, dx := 6t5dt,t; = 1,t, = 2. Obtinem

2
1
/ t7(t — 1)%6t%dt = 6 (t—21nt— t) ’f =9—12In2.
1

5.6.28 Exemplu. Sa se calculeze

4 4
3 1 4
= / VT /:fl/?(xl/‘* + 1) 3d.
1 1

NG
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1 1 1 1
Avernm:fﬁ,n:Z,p:g,decip§£ZdarmjL

eV 1= 13 = (P — 1)t = V2t = V3, da = 126%(13 — 1)3dt.

= 2 € Z astfel folosim (2.6.34)

V3 3
I = 12/ (t° —3)dt = Z(15V/3 — V2).
V2 7
5.6.29 Exemplu. Sa se calculeze
1 1

O(z* + 1) i da.

1 1 1
Avemm:O,n:ZL,p:fZ sip ¢ Z, £¢Z dar 7++ =0€Rsicu (5.6.35)
n
41 4 i
Lot mttpim YT o (4 = 1) VA dr = 3 — 1)t by = V1Tt = V2.
T
Integrala devine
V2 1 V17
t4 1 3.4 s t2
V17 V2
Vit
/ 1 1 1 1 1 1
= [ (G s g | dt=
4 t+1 4 t—1 2 241
V2
4 4
—11n‘t+1 m—farcttm—lln(é”H)(w_l)jL
1=y 2Y s T A (VT D(V2 4 )

1 4
+§ (arctgf/ﬁ —arctgv 17) .

5.7 Aplicatii geometrice ale integralei Riemann

Definirea riguroasa a ariilor multimilor plane, a lungimii arcelor de curba, a volumelor unor domenii
din spatiul R? si a ariilor unor suprafete din spatiul R3, este o problem# complexi ce tine de teoria
masurii si nu ne permitem o dezvoltare a acesteia in acest cadru. Vom face aici doar unele consideratii
sumare privind masura multimilor din R? si R?, consideratii necesare pentru calculul ariilor unor multimi
particulare, a ariilor suprafetelor de rotatie si volumele unor corpuri particulare, cum sunt cele de rotatie.

5.7.1 Aria unei multimi plane

5.7.1 Definitie. (masura sau aria unei multimi elementare). Daca I} = [a1,b1], Iz = [ag, bo]
sunt intervale compacte din R atunci multimea D = I; x I, se numeste dreptunghi din R? cu aria
(mésura) Aria(D) = (by — a1)(b2 — ag) iar multimea A C R? care se reprezinti sub forma

"y
k=1

unde Dy, sunt dreptunghiuri cu interioarele disjuncte doua cate doua, se numeste multime elementara.
Maésura(aria) multimii elementare A se defineste ca

=|A] = Zm Dy,),
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unde m(Dy) este aria (masura) dreptunghiului Dy.

5.7.2 Definitie.(aria sau méasura Jordan a unei multimi din R?) Fie A C R? o multime
arbitrard si notdm cu & - familia tuturor multimilor elementare din R2. Definim m&sura interioara a
multimii A prin

m;(A) =sup{m(E);E € £, E C A}
si masura exterioara a multimii A, prin
me(A) =inf{m(F);Fe&, AC F}

gl vom spune cd multimea A este masurabild Jordan (sau ca ea are arie) dacd m;(A) = m.(A) =
m(A) =AriaA iar numérul m(A) se numeste aria (sau masura Jordan) a lui A.

In particular, dacd A € &, atunci m(A) coincide cu aria sau masura multimii elementare A. In plus
se aratd, ci m(A) este o functie aditiva de multime, deci daci A, B € R? au arie, atunci AU B are arie si

m(AUB) =m(A) +m(B), ANB=1.

5.7.3 Teoremd. Fie A C R? o multime marginita (deci existd un dreptunghi care o contine).
Multimea A are arie (este mdsurabila Jordan) dacd si numai dacd existd doud siruri de mulfimi ele-
mentare (Ay,) si (By,) primul crescator iar al doilea descrescdtor, asa ca sa avem

a) A, CACB,, Vn>1,
b) lim m(A,) = lim m(B,)=1L
n—oo n—oo

In acest caz avem Aria(A) = m(A) = L Demonstratie. (=) Presupunem ci A C R? are arie si fie
a :=Aria(A), deci
a=m;(A) =sup{m(E);Ec€ & EC A}.

1
Din proprietéatile supremului, deducem ca exista E,, € £, E,, C A aga ca m(E,) > a— —,n € N*. Analog
n

a=me¢(A)=inf {m(F);Fe& ACF}

1
si din proprietatile infimului rezulta c& pentru orice n € N* existd F,, € £, F,, D Aasacam(F,) <a+—.
n

n n
Daca punem A, = |J Ek, B, = Fy, vom avea A, C A C B,
k=1 =

k=1
1
m(An) 2 m(En) 20— —,
1
m(B,) <m(F,) <a+ —.
n
Deci ) 1
a——<m(A,) <m(B,) <a+—.
n n

De aici, pentru n — oo obtinem

nlingo m(4,) = nlin;o m(By) = a = Aria(A).
Afirmatia reciproca, rezulta imediat.
5.7.4 Observatie. In mod analog se definesc multimile misurabile Jordan din R? (adici multimile
care au volum)
5.7.5 Teorema. (Aria unui trapez curbiliniu). Fie f : [a,b] — R o functie continud si nenegativd
st trapezul curbiliniu
T={(z,y) eR*|a<z<b 0<y< fz)}.

Atunci T are arie (este masurabil Jordan) si

b
Aria(T):/ f(z)dz. (5.7.1)
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Demonstratie. Concluzia teoremei rezulta din Observatia 5.2.12 (interpretarea geometrica a inte-
gralei Riemann) gi din Teorema 5.7.3.
5.7.6 Corolar. (Aria multimii cuprinse intre doua arce de curba). Fie f,g : [a,b)] — R
functii continue asa incat
f(z) > g(x) >0, Vze€la,b].

Atunci multimea
A={(z,y) eR* |z € [a,0],g(x) <y < fla)},

are arie §t avem
b
Aria(A) = / (F(z) — g(x)) da- (5.7.2)
Demonstratie. Reprezentam multimea A in figura 5.7.1
Fig. 5.7.1

Daca consideram trapezele curbilinii

Tl .=
T2 .=

atunci avem ca A = To\T} si deci

b b b
Aria A = Aria(T3) — Aria(Ty) = / f(z)dx — / g(x)dx = / (f(x) —g(x)) dx.

2 2

5.7.7 Exemplu. Sa se calculeze aria multimii £ méarginite de elipsa 9% + = 1
a

b
Solutie. Explicitam pe y din ecuatia elipsei si gasim y = +—+v/a? — 22, semnul minus corespunde
a

arcului de curba de sub axa Oz. Vom avea
L)
Aria(F) = 4/ —va? — z%dx.
o @
Fig. 5.7.2

T
Cu schimbarea de variabilda x = asint, 0 <t < 5 obtinem

V2]

b (2 2 14 cos 2t
Aria(F) = 4— / a’cos’tdt = 4ab/ Lhcosat
a 0

1
dt = 2ab [t + 3 sin Qt} ’ = mwab
0

0

5.7.2 Lungimea unui arc de curba
5.7.7 Definitie. O curba plani este o functie continua v : [a,b] — R2, v = (f,9), f,9: [a,b] — R,
iar ecuatiile
z = f(t)
(w{y=ﬂmt€MM

constituie ecuatiile parametrice (reprezentarea parametricd) ale curbei 4. In particular, daca f : [a,b] — R
este o functie continua, atunci graficul sau, adica multimea punctelor

Gy={(z.y) eR? |y = f(2), 2 € [a,b]},

reprezintd o curba pland data explicit prin ecuatia y = f(x), x € [a,b]. Evident ea poate fi parametrizata
prin ecuatiile parametrice

r=1
{ y=f(t), t €a,b]
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5.7.8 Definitie.(curba rectifiabild, lungimea unei curbe). Fie 7 : [a,b] — R? o curba plani de
ecuatii parametrice
{ z = f(t)

Y= g(t)v te [aab]

si fie A = (a — to, t1,t2, ..., t, = b) o diviziune a [a, b]. Numérul real

V(r,A) =3 lt) =2l =3 VIR = F(ton) + [g(t) — gltio)), (5.7.3)

se numeste variatia curbei 7 relativ la diviziunea A. Curba ~ se spune ci este rectifiabild (sau ca
are lungime) daca multimea {V'(y,A) : A € Div(a, b]} este marginita.
In acest caz numarul

1(y) :==sup{V(y,A) : A € Div|a, ]}, (5.7.4)

se numeste lungimea curbei +.

5.7.9 Observatie. Daci consideriin punctele M; (f(t;), g(t;)),4 = 0, n, ce apartin curbei v = (f, g) :
[a,b] — R, atunci variatia V (v, A) reprezintd perimetrul (lungimea) liniei poligonale inscrisa in curba 7,
iar lungimea curbei 7 este marginea superioara a perimetrelor tuturor liniilor poligonale ce se pot inscrie
in curba 7.

Fig. 5.7.3

5.7.10 Definitie. (curbi netedd). Spunem c& curba pland v : [a,b] — R% v = (f, g) este neteda
daca functiile f - g : [a,b] — R sunt derivabile, cu derivatele f’ gi ¢’ continue, i care nu se anuleazi
simultan pe [a, b], adica

2 2
f @) +g (t)#0,Vt € a,b]
Se verifica ugor ci o curba neteda este o curba cu variatia marginita (adica rectifiabild).

5.7.11. Teorema. (lungimea unei curbe rectifiabile (netede).Fie curba pland v : [a,b] — R?,
netedd, cu reprezentarea parametricd

[ a= )
W”{y—<w¢emw

Lungimea curbei este data de formula

b
I(y) = / F2(0) + g” (8)dt. (5.7.5)

Demonstratie. Fie A = (tg,t1,...,t,) €Div[a, b] si variatia curbei « relativ la diviziunea A.

V(,8) = SV - ft-0)” + o) — glti0)P.

In expresia de sub radical, aplicim formula cregterilor finite pentru f si g pe fiecare [t;_1,%;], deci exista
& E€)ti—1,ti] si ¢ €]ti—1,ti[ asa ca sd avem

(&) + 97 (i) (b —tica) =

n

= Y@ F et - e+ Y (V@) + e - 16 + 76 ) (- i)

=1

Prima sumi din ultima expresie este suma integrald Riemann pentru functia continua \/f(¢) + ¢ (¢),
diviziunea A si sistemul de puncte intermediare £ = (1, o, ..., &), adicd

o(F,A€), unde F(t) =/ f*(t) + ¢°(t),t € [a,b].
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Putem atunci scrie

V(3.8) - o(F,A,6)] Z[W &)+ 9°(@) 1) + (@) |t~ i) <
P&+ 9% () = D VP& + 97 (&) ( (5.7.6)
Functia g(u,v) = v/f” (}L) +g”(v), g : [a,b] x [a,b] — R este continud pe compactul [a,b] x [a,b], deci

este uniform continud. Inseamna cd pentru orice e > 0 existd § > 0 asga incat daca (u/,v’), (u”,v"”) €
[a,b] x [a,b] s
1w, v") = (W, 0") || = d ((u',0); (u”,0")) <6,
adicd |u' —v'| < 4, |u” —v"| < §, s& avem
€
b—a’

lg(u’,v") — g(u”,0")| <

In cazul relatiei (5.7.6) cu v/ = &, v = c;u” = &, 0" = & pentru e > 0, existd § > 0 aga incat daci
v(A) < § atunci cum |§; — ¢;| < t; — t;—1 < v(A) < 4, rezulta ca

l9(Ei i) — 9(& )] = ’\/f” (&) + 9% (c)) =\ £(&) + 97 (8)| <

b—a

si atunci
n

[V(y,A) —o(F,A,€)] Z

i—1) =&, VA € Div|a,]. (5.7.7)

Daca aici in loc de A considerm un sir de diviziuni (A;) cu proprietatea ci v(A;) — 0 pentru j — oo,
din faptul ca I(y) = sup{V(y,A) : A € Div|a, b]}, atunci putem alege sirul (A;) asa ca

sup{V(vy,A) : A € Div[a,b]} = lim V(v,A) =1(y).
J—0o0
Acum relatia (5.7.7) o scriem
V(3 A5) = o(F, Ay, )| < £, YA, € Divla, b] cu v(A;) — 0,

Trecand aici la limita pentru j — oo obtinem

/ g* (1)t
adica chiar (5.7.5).
5.7.12 Corolar. Daca curba v este data explicit prin ecuatia y = f(x), x € [a,b], unde f este
deriwabild si cu f' continud, atunci lungimea ei (adicd lungimea graficului lui f) este

_ / " T ), (5.7.8)

< e, pentru orice € > 0,

5.7.13 Exemplu. Si se calculeze lungimea unui cerc de raza r. Putem presupune ca cercul este
cu centrul in origine si deci ecuatia lui carteziang este x2 + y? = r2. Dacd parametrizam aceasti ecuatie,
putem deduce ca ecuatiile parametrice ale acestui cerc sunt

xr =rcost
y =rsint,t € [0, 27].
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Cu formula (5.7.5) avem

o 2w

2m
I(v) = \/7“2sin2t—|—7“20032tdt= r dt = rt
0 0

= 27r.
0

5.7.14 Exemplu. Determinati lungimea graficului functiei

T z} — R, f(x) = In(sinx).

f:{§’2

Utilizém formula (5.7.8) si obtinem

Bl 7]
I(y) = / \/ 1+ ctg?zdr = / ——d.
B = sinz
3 3
Cu substitutia, cosx = t, — sin zdz = dt, obtinem
() = /“ dt _/5 dt /5 dt
V= %sin2x_0 -t Jy 2-1

t—1
t+1

Nl

1 1 1 1
——1n' ——1n<§)—1n3—ln\/§.
2 5 2

2

0

5.7.15 Corolar. Dacd curba 7y este reprezentatd in cordonate polare, p = p(0),0 € [01,02], atunci
lungimea et este

¢2
() = V' P2(0) + p?(0)do. (5.7.9)

1

In adevir relatiile dintre coordonatele carteziene x,y si coordonatele polare p, 6 sunt

x = p(0) cos,
y = p(0)sinb, 0 € [0y,0]

(@) = p'(0)cosd— p(H)sinb
y'(0) = p(0)sind = p(0)cosb

a"(0) +y*(0) = p*(6) + p"*(6)
Inlocuind in (5.7.5), obtinem (5.7.9).

5.7.3 Volumul uni corp de rotatie

Fie f : [a,b] — R o functie continua si fie f(z) > 0,z € [a, b]. Daca rotim graficul lui f in jurul axei
Oz se obtine un corp de rotatie Ky ca in figura 5.7.4. Are loc urmatoarea

Figura 5.7.4
5.7.16 Teorema. Dacd f : [a,b] — R e continud $i nenegativd atunci
a) Corpul Ky are volum (este o multime mdasurabild Jordan din R?)

b) Volumul sdu este

b
Vol(Ky) :7r/ f2(z)dz.
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Nu vom face in detaliu demonstratia teoremei, ci doar vom prezenta idea demonstratiei.
Dacd A = (x9,21,...,2,) €Div|a,b], corpul nostru se descompune in nigte trunchiuri de con cu
indtimile x; — x;_1 si razele bazelor f(x;), respectiv f(x;—1). Insumand volumele acestor trunchiuri de

con se obtine
n

On = gZ (@i — @im1) [f2 (i) + 2 (wio1) + @) f2io1)] - (5.7.11)

i=1
Daci alegem un sir de diviziuni (A,,) cu v(A,) — 0, cum f2 e integrabild Riemann, din (5.7.11) pentru

n — oo se obtine (5.7.10). Rationamentul e valabil in ipoteza ca un trunchi de con are volum si el este

_rh

3

1% (R*+1r*+Rr).

5.7.17 Exemplu. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia
f:00,1] = R, f(x)=xe".

Aplicand formula (5.7.10) se obtine

T 1 1 Lo,
= —g2e” 7r/ ze?rdr = —e® — 7r/ x| =e®®) do =
2 0 0 2 0 2
2 1 2 2 1
Te T o T o Te Te T o 9
2 2" 0+2/06 > T2 1%, p (-1

5.7.18 Corolar. Dacd se dau functiile continue f, g :[a,b] — R, cu proprietatea0 < g(x) < f(x),
x € [a, b, atunci rotind graficele lor in jurul azei Ox, volumul corpului Ky.4 de rotatie obfinut este

b
Vol (K.4) = 71'/ [f2(z) — ¢°(2)] do (5.7.12)

5.7.19 Exemplu. Sa se calculeze volumul torului, corpul obtinut prin rotatia unui cerc care nu
intersecteazd axa Ox, In jurul axei Oz. (camera de bicicletd). Fie un cerc, putem putem presupune cu
centrul pe axa oy,C(0,b) de razd r, r < b, deci de ecuatie

Figura 5.7.5
(z—0) + (y—b)° =2

Explicitand aceasta ecuatie, avem
y=>b+r2— a2

Aplicadm formula (5.7.12) cu f(z) = b+ vr? — 22 si g(x) = b — V7?2 — 22 §i obtinem

r 2
Vol (K 1.,) = w/ [<b+ \/W) - (b - m)} do =
_r
=47rb/r \/mmc,x:rsinu te [—g,z}
_r

2

Vol (K .,) = 4rb / i

1 2t
r? cos® tdt = 4dmbr? / —i_c%dt =

us -
2 2

1 El
= 27hr? [t + 3 sin 2t} ‘ = 272r?).

NE
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5.7.20 Exemplu. Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei 0z a multimii
mirginite de cercul 2% 4+ y? = 1 si de parabola y? = ix

Punctele de intersectie ale cercului cu parabola sunt A (%, @), A (%, —@) Pentru a obtine corpul

de rotatie K, se rotegte graficul functiei
3 1
5.’1}, T e |:O, 2:| ,
F0 R f@) =4 |
V1—22x € [2,1} )

Fig. 5.7.6

Acum aplicam formula (5.7.10)

o [SI
+
3
N
8
|
w‘Hw
N———

37r (2 1 1 ) _ 3m 5w 197

32 u) T T wm

5.7.4 Aria suprafetelor de rotatie

Fie functia continua f : [a,b] — R cu f(z) > 0,2 € [a,b]. Rotind graficul lui f in jurul axei Oz se
obtine corpul de rotatie Ky din figura 5.7.4. Dorim sa calculdm aria laterala a acestui corp, adica aria
suprafetei de rotatie Sy determinatd de functia f.

5.7.21 Teorema. Dacd f : [a,b] — R este derivabild cu derwata [’ continud, atunci

a) Suprafata de rotatie Sy are arie;

b) Aria sa este datd de

b
Aria(Sy) = 27r/ f@)/1+ f2(z)dx. (5.7.12)

Demonstratie. Daca consideram o diviziune A = (xq, x1, ..., ) a intervalului [a, b] si pentru fiecare
subinterval [z;_1, ;] consideram trunghiul de con cu inaltimea x; — x;_1 si razele bazelor f(z;), f(x;-1)
respectiv, in ipoteza ca un trunchi de con are arie laterala data de

A =7G(R+71)=m(f(x;) + f(zi-1)) \/(xi —zim1)? + (f(xi) = fzim1))?,

unde G este generatoarea trunchiului iar R si r razele bazelor. Suma

—wZ () + Flai) (@i — wi1)? + (Flws) — Fio1)),

reprezinta suma ariilor laterale ale trunchiurilor de con, deci o valoare aproximativa a ariei suprafetei Sy.
Daca aplicam formula cregterilor finite sub radical , obtinem

op = WZ )+ f(@ic1) V14 (&) (2 — 2i1) , & € (w1, 24) -
S& luam functia F' : [a,b] — R, F(x) =27 f(x)y/1 + f?(x) si suma sa Riemann

o(F,A¢) = ZF &) (i —wica) = Y27 f (&) V1 + (&) (@i — 2i1) -
1=1
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Atunci

lon —o (F,A )= Z F&) + f(@io1) = FEND] VI + [2(&) (2 — zim1) | <

Z (If (@) = FE)| + 1f (wia) = F(E)N) VI + (&) (2 — @ia) -

Functia f e continui pe [z;_1,;], deci uniform continui si deci Ve > 0,38 > 0 asa incat pentru z’,z" €

(i1, @i cu |’ — 2" <6, avem [f(a") — f(2"] < m

Atunci dacd A €Divla, b] este aga ca v (A) < §, obtinem

lUn_U(F’A’§)|S7T;|:2ﬂ-(b8a) +27T(b€7a) M'({,Ci—l‘ifl),

unde

M = sup 1+ f2(z)
z€la,b]

(f" e continua pe un compact deci marginita).
In final

sM =
|on — o (F, A, €))| > (@i —wio1) = Me, Ve >0,

—a
=1

Alegand un sir de diviziuni (A;) cu v (A;) — 0 deducem ca

lim (o, — 0 (F,A;,§)=0

] — 00
Insa

b b
lim U(F,Aj,g):/ F(a:)d:c:/ 2w f(x)\/1+ f?(z)dx

J—00
si lim o, =Aria(Sy) —aria laterald a suprafatei de rotatie. Asadar am obtinut relatia (5.7.12)
J—00

5.7.22 Exemplu. Si se deduca aria sferei de raza r.
Suprafata sferei de raza r se obtine prin rotatia in jurul lui Oz a unui cerc cu centrul in origine de raza
r, de ecuatie 22 + y? = r2, adica prin rotatia graficului functiei

y=flx)=vr2—a2, ze€l[-rr

Avem f'(x) = = §i cu formula (5.7.12)

T 2 r r
Aria (Sy) =27 \/r2—x2\/1+%dx: 27r/ rdx = 27rz
-r re—==r —r —

5.7.23 Exemplu. Sa se calculeze aria unui elipsoid de rotatie, adica aria suprafetei de rotatie
2 2

obtinute prin rotirea elipsei — + =
a b

= 2112 + 27r? = a2,

s

=1, cua > bin jurul lui Oz.

Figura 5.7.7

Din ecuatia elipsei se obtine, pentru arcul de elipsa situat deasupra axei Oz,

y=f(z) = g\/(ﬂ — 22,2 € [—a,al,

F(z) = ;b%

a va? — x2
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Aria(Sf):27rff W1+ f?(x)dz —fa\/ 1_‘_7 xfzzda::

\/ — 22+ —x2d x2dx
2
¢ Va?-—
Se stie c& la elipsa a? — b? = ¢ i e = — = ———— se numeste excentricitatea elipsei. Deci
a a

2 i 2
Aria(Sy) = ib/\/a? — (ex)?dx = 2mb / Va2 —t3dt
a

ae ae

27h a? —t? 2mb e /

= ———dt =~ |a®arcsin — — t (\/ a? — t2) dt
ae a2 — t2 ae a —ae

—ae —ae

In final se obtine

Aria(Sy) = 2mab {arcsme +V1- 62:| .
e



Capitolul 6

Probleme de analiza matematica

6.1 Enunturi
Siruri de numere reale

6.1.1 Folosind definitia unui sir, aratati ca sirul cu termenul general
-1
a) a, = L, n > 1 are limita a = =.
2n+1 2

1 n
b) a, = (5> ,n>1 are limita a = 0.

6.1.2 Folosind criteriul general al lui Cauchy de divergenta a sirurilor, artati ca girul cu termenul general

1 1
a)a, =—=+—=+...+ —, n>1 este divergent;
Y N RN ;
1 1 1
bla,=—+—+... ,n>1est t.
)a 1.4+4.7+ +[1+3(n—1)](1+3n) n este convergen

6.1.3 Folosind teorema de convergenta a sirurilor monotone si marginite sa se studieze convergenta
sirurlui cu termenul general definit prin relatia de recurentd a; = V2, an = V2 + an, n > 2.

6.1.4 Se da sirul (x,)nen definit prin relatia de recurenta

Tpnt1 = Tn, —xi,nz 1 zg=a, pentruld <a < 1.
Se cere:
a) S se arate cd acest gir este convergent;

b) Sa se calculeze limita acestui sir;

n
c) Sa se calculeze lim > 7.
n—o0 =

(IM. Stancu, GMB, 7892).

6.1.5 Fiind dat sirul cu termenii pozitivi (z)nen cu zo € (0,2) si . = 222 + 8, (V)n € N, si se
demonstreze ca sirul (z,)nen este convergent si sd se calculeze limita sa.

6.1.6 Si se demonstreze ci daca sirul de numere reale (a,)nen satisface conditiile a?,, < a? si
0 < apny1 + a, oricare ar fi n € N atunci girul este convergent.

(D.M.Bétinetu, G.M. 16374)

244
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6.1.7 Se dau numerele ag, by, cy € R si se definesc sirurile

1 1 1
Ap+1 = i(bn + Cn) 5 bn+1 - i(cn + an); Cn+1 = i(an + bn)
pentru orice n € N*. S§ se arate ca sirurile (an)n>0; (bn)n>0; (¢n)n>0 sunt convergente si au limita egald
1
cu g(ao + b + ¢o)-

6.1.8 Sa se calculeze limita girului cu termenul general:
PP P

n = yn>1, ;
a) a CFE n peN
1 1 1 1
=—|l—4+—+4+...+ — > 2.
b) an n (1112+1n3Jr Jrlnn)’n_2

Serii de numere reale

6.1.9 Utilizand criteriile de comparatie, stabiliti natura seriilor:
n

S b) 3~ 0y L. P
n=2 \"/' lnn’ n=2 W n=1 n2n7 n=2 T )

e 1
6.1.10 Utilizdnd criteriul de condensare Cauchy, studiati convergenta seriei », ———.
n=2 ne (ln n)ﬁ

6.1.11 Folosind criteriul lui Cauchy, studiati convergenta seriilor:

X sinna X cos2na
a _— b
6.1.12 Studiati natura seriilor:
(an)™ nle” & 3n \" = 2"n!
> 0; b —_— N; ; d .
DL ez T ET e ) % (505 P
00 2k71 2k
6.1.13 Studiati seria Y ap, cu agx—1 = Frag ask = 3k pentru k € N* folosind criteriul D’Alembert si
n=1

criteriului radicalului (Cauchy).

6.1.14 Studiati convergenta seriilor alternate:

6.1.15 Asigurandu-va ca nu se aplica criteriul lui Leibniz la seriile alternante urmétoare, precizati care
serii sunt divergente, serii convergente si absolut convergente.

1 -1
a Qp, CU Qo] = ———, Qo = ———, k € N¥;
> R/ B R Y/ Ty

1
b) > an, cu age_1 = ST g = ToE-T k e N*.

6.1.16 Studiati convergenta absoluta si semiconvergenta seriei

i’ia(a—1)-...-(a—n—i—1)7 4 €R\N.

n!
n=1

e n!
6.1.17 Aratati ca seria
L ngla(a—i—l)-(a—i—n—l)

, unde a > 0, este convergenta pentru o > 2 si diver-

1
In <1+>.
1 n

genta pentru a < 2.

oo
6.1.18 Si se studieze natura seriilor a) Y a®" a € R% b)
n=1

gk
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6. Probleme de anafiznatematia

Functii continue

6.1.19 Studiati continuitatea functiilor:
x + eﬁ .
a) [R-R f(z)={ ~7_x , daca x # km,k € Z
1, daca x = km, k € Z;
b) f:[l,400) = R, f (z) = |2 — 4z arccos (ﬁ),
) | 7Tx =12, dacaz € Q
) f:R—R, f(z) _{ 22, daci r € R\ Q.

6.1.20 Stabiliti multimea de continuitate a functiei f : R — R pentru
2) £ (@) =a® - [+%];
b) f (z) = [z]sin7x;

172
c) f(x)= { [2]7 + [a], @ € (0,00) unde [-] este functia partea intreagi.

1, dacd z € (—o0,0],

6.1.21 Studiati continuitatea functiilor:

)£ Rk (o) = g B2
b) f:R—=R, f(z) = lim V14 22;
n—oo

¢) f:(0,00) = R, f(z)= lim %,undeaeﬂ%.

nT

+ cosx

)

6.1.22 Verificati daca urmatoarele functii pot fi prelungite prin continuitate in punctul zy = O:

vi+z -1
T+z-1
1
2tgrarctg—, x € [—1,0)
z

ViTz-
2= F | w € (0,+00)

a) f:[-1,00U(0,400) = R, f(z) =

b) f:[-1,0)U(0,400) = R, f (z) =

¢) f:(0,+0) = R, f(x) =1Inuz;
d)f:R\{O}—)R,f(IE):SiH%.

6.1.23 a) Determinati parametrul a > 0 pentru care functia f : [1 + o0) — R,

Va* +4a> + 22, x € (1,2
fx)={ In(zx—1)tnE=2 este continud.
() ( (x_)2)2 , @ € (2,400)

b) Determinati a,b € R pentru care functia f : R — R,

<$1>, dacd € (—o0,—1)U (1,+00)
flay=4 ar

b, daca x=0

este continua.

sin(g(l—x)Q), dack € [-1,0)U(0,1]

6.1.24 Demonstrati ca daca functia f : R — R este continua pe R si daca ¢ > 0 este o constanta arbitrara,

atunci functia

—c, daca f(z) < —c¢
forR=R fo(e)=1 [(), dack |f(x)<c

¢, dacd  f(x
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este continua pe R gi este marginita.

6.1.25 Demonstrati cd daci o functie monotona f : [a,b] — R, unde a,b € R,a < b, realizeazi toate
valorile cuprinse intre f (a) gi f (b), atunci f este continud pe [a,b].

6.1.26 Fic a € R fixat. Consideram functia f: R — [-1,1],

o1 o
f(z){ sin —, daca x#a

0, daca z=a.

Demonstrati ca pentru orice b € R, b > a functia f pe intervalul [a, b] realizeaza toate valorile cuprinse
intre f (a) gi f (b), dar functia f nu este continud pe [a, b].

6.1.27 Fie I C R un interval nedegenerat. Aratati cd dacd pentru o functie f : I — R exista o constanta
L € (0, 00) astfel incat

[f(z1) = f(22)| S L-[o1 — a2 ,Var, 22 € 1
atunci functia f este continud pe I. (Constanta L se numeste constanta Lipschitz.)

6.1.28 Dati cate un exemplu de functie marginitd pentru care multimea punctelor de discontinuitate este
o multime

a) finitd avand p elemente, unde p € N* numar dat;

b) numarabil;

¢) nenumarabila.

Functii derivabile
6.1.29 Consideram functia f : [0,400) — R,

_f |zglnz—=z|, dacd =z € (0,400)
f(as){ 0, dacad =z =

a) Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei.
b) Arédtati c restrictia functiei f la intervalul (e, 4o00) are inversa si studiati derivabilitatea functiei
inverse.

6.1.30 Se considera functia f : R — R,

o) = z"sind,  dacd € (—00,0) U (0,400)
Y=o, dacd x =0,

cun € {2,3,...}. Ardtati ca:

a) functia f este ori de céte ori derivabild pe multimea (—o0,0) U (0, +00);

b) in punctul zy = 0 functia f este derivabila de [%] ori dar nu este derivabila de [%] + 1 ori;

¢) derivata f ([3]) este continui in punctul zp = 0 daca n este impar si este discontinua in zy = 0
daci n este par. Prin [-] s-a notat functia parte intreaga.

6.1.31. a) Determinati unghiul « dintre axa Oz si dreapta tangenta la graficul functiei
[T R—=R, f(z) =22° — {2

in punctul de abscisa x = 1. Determinati unghiul 8 dintre axa Ox si normala la grafic in acelasi punct.
Scrieti ecuatiile celor doua drepte mentionate.

b) Are graficul functiei f : [0,7] — R, f(x) = 1 + sinz puncte in care tangenta dusa la grafic este
paralela cu dreapta de ecuatie = + 2y — 5 = 07

c) Pe arcul AB, unde A (0,0); B (3,18), al graficului functiei f : R — R, f () = 2 — 3, determinati
un punct in care tangenta la grafic este paralela la coarda AB.
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d) Determinati unghiul sub care se intersecteaza curbele ce reprezinta graficul functiilor f (x) = 8 —22
si g (z) = 22 (parabole).

e) Determinati unghiul sub care se intersecteazi curbele ce reprezintd graficul functiilor f (z) = 23

§ig(@) =5

f) Pentru graficul functiei f : R — R, f (z) = |x3 — x’ punctul (1,0) este punct unghiular. Scrieti
ecuatia semidreptelor tangente in acest punct graficului functiei si determinati unghiul format de cele
doua semidrepte.

1 1 1 1
6.1.32 a) Demonstrati ci e ™ > 1 —x + 5@"2 - 63:3 + ﬂx‘l — @xf’ﬁx € (0,4+00).

1
b) Demonstrati ca functia f : (0,00) — R, f (z) = (1 + ) este strict crescitoare gi g : (0,00) — R,
x

1 x+1
g(x) = (1 + ) este strict descrescitoare.
x

6.1.33 Determinati punctele de extrem local pentru functia f: R — R, f (z) = 2cosx — %cos 2z.

—h22?

6.1.34 Stabiliti intervalele pe care functia f : R = R, f(z) = Te , h > 0, este convexa respectiv
T

concava si gasiti punctele de inflexiune ale functiei.

6.1.35 a) Aratati ca daci radacinile unui polinom P de gard n > 2 cu coeficienti reali sunt numere reale
gi distincte, atunci fiecare derivatd a polinomului, pana la ordinul (n — 1) inclusiv, are radacinile reale si
distincte.

b) Demonstrati cad daca o functie f : [a,b] — R este continud pe [a,b], derivabila pe (a,b) si cu
proprietatea ci exista ¢ € (a,b) astfel incat (f (b) — f(¢)) - (f (¢) — f (a)) < 0, atunci exista cel putin un
punct d € (a,b) astfel incat f’ (d) = 0.

6.1.36 a) Fie I C R un interval nedegenerat si f : I — I o functie derivabild pentru care existd M € [0, 1)
astfel incat |f' (x)] < M,Va € I. Aratati ca functia f este o contractie.

b) Consideram functia f : R — R, f(z) = azarctge — gln (x2 + 1) . Determinati a € R astfel incat
functia f sa fie contractie.

6.1.37. i) Pentru x apropiat de 0, aproximati f (z) utilizand polinomul MacLaurin de ordinul 4.

a) f:(=%,35) = R, f(2) = tew;
b) f:R—=R, f(z) =a®, unde a € (0,1) U (1, 4+00);

¢) fi(—a,a)— R, f(x)= aix,undea>0;
Q) f:(a0) =B f )= om0

e) f(z) = Ya™ —x, unde n € {2?3,—32}, a > 0;
ii) Pentru z apropiat de zy aproximati f (x) utilizind polinomul Taylor de ordinul 3.
) 1 (0 400) = B, [ (2) = =, 00 = 2
b) f:(0,400) = R, f(z) =a%, zg = 1.
6.1.38 a) Determinati un interval [—a,a] pe care polinomul MacLaurin de ordinul 3 pentru functia

f:R >R, f(x) =sinz aproximeaza functia cu o precizie de 0,01.
b) Aproximati numarul sin (0, 6) cu o precizie de 0,01.

unde a > 0;
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Functii integrabile Riemann si primitive

6.1.39 Scriind girurile de mai jos ca sume Riemann, sa se calculeze limitele lor

noo1 n 4
= M b = —_—
a) n ’L; n+717 ) n i=1 n57
n—1 n o n=1 . T
O =X D e e
n 1 n 1
e Ap = f a, =
) n Z; 4n27127 ) n l;n+znzl7
1 & 1 ol gam

p=—7=, ———=; h) a,=)> —sin®—.
O = EL e ) T A

6.1.40 Sa se calculeze limita girului (a,) unde

n+1 dx 1 "
a) a ,{ 1+ a2 ) a bfler

6.1.41 Fie f : [0,1] — R o functie marginita. Sa se calculeze limita girului cu termenul general
1
apn, = / 2" f(x)dx, n>1.
0

6.1.42 Dacd f : [0,1] — R este o functie monoton crescitoare, atunci are loc

b
fla) < bia/ f(z)dx < f(b).

In particular, au loc inegalitatile

1 5
-1
1§/ezzdx§e;\/§§/\/x dr < V6.
0 9 r+1

6.1.43 Sa se arate ca functiile:

a) f:[0,2] = R, f(z) :min{xzz_’_l,x};

b) g:[0,- = R, g(z) = — [z], unde [x] iInseamnd partea intreagd a lui z,

111
2 0,1 —, =, =
:I: 3 x e [ ) ] \ 2’ 37 4
h(z)=¢ -1, x=1/3
1 c 11
z -z
’ 274
sunt integrabile Riemann, iar apoi sa se calculeze integralele lor

6.1.44 Aratati ca urmatoarele functii admit primitive si deduceti primitivele lor:

37 <0
a)f:R—dR,f(x):{i ;;O

e*, x <0
b)f:R_’R’f(x):{ 3r+1, >0
Vr+ Jx, zel0)
1 1

il , x>1
VA

C) fi[0,+00[—>R, f(l‘):
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m

- sinx +cosz,z € |0, =
d)f:]_ ],§—>R,f(.’ﬂ): W{ 2}
1+tgx,xe}—§,0[

6.1.45 1) S& se arate c& functiile urmatoare nu admit primitive:

0, =<0
a)f:]R-»R,f(x):{

, >0

SH

r, xz€Q
b) f:R—R, f(z {3;27 z€R\Q
a, z<0,aeR
) f:R—R, f(z) = sinfffcosl, z >0
T x
3—z, z€Q
d) f:R->R, f(z) = 27 s €R\Q
T
1
o) f:R R, f(z) = arctg;,x<0
1,z >0
-1, z=0
f) f:R—=R, f(z sinx,x#o

1, =0
g fiRy =R, f(z) {xlnl, x>0
2) Aratati ca functiile urmatoare acalgmit primitive:
a) f:[0,+o0[ = R, f(z) =min {1,z,22,..a"}, ne N
b) f:[0,400[ = R, f(z) = max{1,z,2?,...,a"}, n €N

.1 N
Q) fiR—R, f(z) = smx—n, r#0, neN
0, =0
! #0, ne N*
d) f:R=R, fl@)=q P 70
0, =0

ne .
e)f:R—ﬁR,f(x):{xsulxa x#0, neN"k#0
0, xr=0

6.1.46 Folosind integrarea prin parti sa se calculeze:

a) [zInz, z €]0,4o00[; b) [Inz?dz, z € ]0,+oo[;
c) [€3 (z? +3z)dx, x €R; d) [€* cos2zdz, z € R;
e) [arcsinzdr, wx€]-1,1[; f) [arctgzde, z € R;
g) [V9—a?de, x€]-3,3]; h)[Va?—-9dz, x€]3,+oo[;
i) [Va?+9dz, zeR; i) [aV9 —a?dz, x€]-3,3]
xn
I, = [ ———dxz,z € R;n > 2. Se cere o formula de recurenta si apoi I si I3.
f</x2+2 ta si apoi I si I3
1) I, = [a™sin2zdx, © € R;n > 2. Se cere o formuld de recurenta si apoi I si I3.
6.1.47 Utilizand prima sau a doua metoda de schimbare de variabila sa se calculeze primitivele functiilor
urmatoare:

sinx arctg’x
a) f(m):mvﬂfGR; b) f(x):1+x27 €R;

v? e'8? T
) S@= g rek A f@= ooee|-5);
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x3 1
e) f(z)= x8+17$€R7 f) f(z):m,xE]OHroo[,
g) f(a:)*4w2_1,x>0, h)  f(z)=(z+1)Va?+2z, x>0
1

) f@) = o> 0 m) f(2) = VIB— %, v e l—4,4;

) f-- . 0 o) fl@)=—a—s r€]-03

n fx—mfm,x>, ) f(z 132\/91—77366}_7[’

D) f(x):Wa$>l; 1) f(z)= x(l_x)»xe]OJL

s) f(x):%,xe]o,g[; t) f(x)—xew2(1+x2),x€R,

6.1.48 Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii rationale:

T

D 10 = G £y
c) f(x)zx(fc‘_lf,w;

¢) f(x)_z‘li;zlm’ €R;

9 J@)=—— ek

U f(x_(x2+i+1)2’$€R’
) f(x)(IZii)g,xeR,

1 T
2) f(x)75+4sinx’x€]_7§[’
0 f) = : re]-2I.
2sinx — cosx + 5’ 272U
e) f(x)=sin’z, z€R;
g) f(z) =coszcos3z cosbzx, z € R;

i) f(x)=+1+cosz, x€|0,27];

6.1.50 Sa se calculeze

a) fl dx
O z+1)VaZrar+1
dz
———— ;2 € |—00,0
I e LA Ml
dz
—5— > 0;
) fxm v
2) } rdr
V1 Va?
d
i [ i z > 0;

e 4 ez — 92’

k) f02 221 + 23du;

b) f(f)zgx2_13x_2,x>2;
Q) f@)= G eek
1
f) f(f):maw> 1;
2
) f<x>—(m229)2,xeﬂ&
. 422 — 8
Dot = f)2 (xi 5 o>
3 -1
Hl) f(l‘ x(:cjfl)2 , 2 ERy
b - sin® z Tl
) f(x)il—f—coszx’x }_575[’
d) f(x) =sin’z cos®z, v € R;
1
f) f(a:):Sl?% i elo.Z;
b f@) =i e log);
sin® x T
.]) f(x):\/ﬁ7‘r€:|_07§[7
I dx
b) _j; (22 +4) V4 — 22
d) f3 dx .
y (22 —3) vz — 22’
DR
1 4],‘4-‘,-17
h)  [Vat+4z3dz, x> 0;
j) f\/%d%xe(o,l),

) fyf In(1 4 tgx) da.
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6.1.51 Calculati ariile marginite de curbele urmatoare si axa Ox:

— x+ |22 —
) y=f(z)=/> . 2t a® 1]

1 z €1,2] b)y=f(x)= 12 , « €[0,4]

6.1.52 Calculati aria cuprinsa intre curbele:

) y=f@)=".y=9(@) =5 7.2c[Ll]
b)y=f(z)=2>+6r, y=g(z) = -2 — 4

Ay=f(z)= Iz, y=g(z) = —Inz, x> 0;

d) Ariile marginite de interiorul cercului x? 4+ y? = 16 si parabola y? = 6u;
e) Aria cuprinsi in interiorul parabolelor y? = 8 (2 — ), y? = 24 (2 + ).

6.1.53 Sa se calculeze volumele corpurilor de rotatie obtinute prin rotatia graficului functiilor urmatoare,
in jurul axei Oz

a) f: [O, 1} — R, f (z) = arcsin x;

2
z(z—3)

b) : [0’3] - R, f ('73) = ﬁ?

f
¢) fila,b] =R, f(z)=[f(z)=/(r—a)(b—1x), a<b;
d) f:[l,e] = R, f(z)=zlnz;

e) Volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a multimii marginite de cercul 22 + y? = 4
si parabola y? = 3z
6.1.54 Calculati lungimea graficului functiilor:

a) f:[1,4 >R, f(x):m——ln{*/g?;

2
b) L0 —E )=
2 1
c) f: {O, 3] —R, f(x) zlnm;

o
~—
~

: E’g} —R, f(z)=In(sinz);

e) f:[0,3] =R, f(x) =9 —a2.

6.2 Solutii

Siruri de numere reale

6.2.1 Cerinta de a justifica ca un sir are o anumita limitd data este echivalenta cu: determinati N ()
incepand de la care are loc inecuatia (in variabila n): |a, — a| < e. In cazul exemplelor date:

)| | n—1 < & implics 2n—2-2n-1 - 3 <o At ,2(2n+1)>1
a) (p —a| = | 77— — = e mplica |—————— g Ssal ———— E. unclr —m——— -
m+1 2 P 2(2n + 1) 2(2n + 1) e
3 1 1 (3
te echivalent 2 1) > Deci N(e) = |=- (= —1])].
este ec 1vaenacun>(2€ ) 5+ Decl () [2 5 )}

1 .
Spre exemplu: pentru € = 0 obtinem

N(e) = [; - (231 - 1)] - {;(15—1)] —[="

10
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Pentru e = 0,15 rezulta

NE) = |5 2.315_1 :{3(?-1)}:{3]:[4,5]:4.
100

n—oo

1 n
b) Avem lim (5) = 0, deoarece

1\" 1
<5> — 0’ < € sau 5" > —. Logaritmam ambii membrii ai
€

n—oo

1 1 \"
inecuatiei si avem n > log; —. Deci N(g) = [log5 } si am justificat ca lim <5> =0.
€ €

2
Exemplu: pentru e =0,02 = 100 = 50 avem
1
N(e) = {log5 J = [log; 50] = [logs 5% - 2] = [2logy 5 + logs 2] = [2+0,...] = 2.

6.2.2 a) Divergenta sirului dat se va arata prin negarea criteriului general al lui Cauchy. Aceasta
revine la a gasi un majorant pentru

1 1 1
ngp — Gn| = + T
sy =l = 2= T e Vi Fp
Deci
L, 1 b R 7
Jntxl U vmrp PV mipr  van V2
care nu poate fi oricat de mic (n > 1). Intr-adevar |ag, — a,| > % — 00, deci (a,) este divergent.
n

b) Avem

- 1 1 — 1 1 1 1
an:Z = — — =—11- s 7’7,21
—143n—-D](1+3n) 34[1+3(n-1) 1+3n 3 1+ 3n

=1

Atunci
1 1 1 1 1
[@ntp = anl = 3 [1+3n_ 1+3n+3p} 3 113
pentru orice p € N*, n € N. Din inecuatia 1 . 1 < e rezulta n > 1 (1 — 1). Deci
3 1+3n 3\ 3e

1/1
Me>0(3)N(e) = {3 (35 - 1)} , p € N* are loc |anyp — an| <e.
Sirul (a,,) este convergent.

6.2.3 Observam imediat ca a, = \/2 + V24 . V2 > an si a, > 0, n € N. Folosind inegali-

1
tatea \/a < —;a,a>0vomavea:
n—1
—_——
/ 1+24+V2+...v2 3 24 ... +V2
a, = 24+ 2+...+\/§§ Tt + \f:7+—
2 2 2
n ori
SO R AL AVE SIS S A A &
- 2 2 — 2 22 23 7 on—l 2 922 77 9n
1 1

11 1 PUESTE 1
= — —_ .. B = B — = 1—— .
3<2+22+ +2n> 3| =7 : 3( 2n><3

2
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Sirul (a,) este marginit: v/2 < a, < 3 si fiind monoton crescitor este convergent. Sa aflim limita sa.

Din relatia de recurenta a,, = /2 + a,—1 notand lim a, = lim a,_1 = [, obtinem prin trecerea la limita
n—0o0 n—oo

1148
2

pentru n — oo, relatia [ = /2 +1[, de unde [; 2 = . Convine | = 2 € (1/2,3) care este limita

sirului.
6.2.4 a) Relatia de recurenti va da:

T+l — Tp = —xi < 0, pentru orice n € N.

deci
Tnt1 <ZTp <...<z9g=0a<1

Sirul este monoton descrescitor gi are marginea inferioard 1. Pe de altd parte, 1 = (1 — x9), iar
g =a€[0,1] = 1 —x¢ € [0,1]. Rezultd z; € [0,1]. Prin inductie rezultd z,, € [0, 1] pentru orice n € N,
deci este marginit. Sirul este monoton si marginit, deci convergent.

b) Notam lim z, = nl;rr;o Tp4+1 = [ si trecand la limita in relatia de recurenta se obtine ecuatia

[ =1 —I? Limita sirului este [ = 0.
¢) Avem

n n
chi = —Z(xk —Tpo1) = —[xn - xo] = —Zy + x0.
k=0 k=0

n
Atunci lim Y 27 =z = a.

6.2.5 Din z( € (0,2) va rezulta
r] =225 +8<2-22+8 =16, deci 1 € (0,2).

Dar
r]—x) =202 +8 — x5 = —af+ 228 +8 = —(z2 1) +9.

Cum
2 2 _ 2 2 s o4 4
r9<2=>z25<4=>25-1<4-1=3= (z5—1)°"<9sia] —z5>0= 21 > .

Prin inductie se demonstreaza ca x, < x,4+1 < 2, n > 1. Sirul este monoton si z,, € (0,2) deci
convergent. Limita sa se va afla din relatia de recurentd care implica ecuatia [* — 22 — 8 = 0. Dintre
radacinile [ = 2, [y = =2, [3 = i\/i, ly = —iv/2. convine [; =2 > 0. Deci lim z,, = 2.

n—oo

6.2.7 Adunam relatiile care definesc @, 41;b,41; Cny1 $i obtinem
an+1+bn+1 + Cn+1 =ap+b,+c,=...=ag+by+co€R.
Notam cu ag + bg + co = a. Pe de alta parte b, + ¢, = 2a,41;by + ¢ = @ — a,, = 2a,41. Relatia

20p+1 = @ — Gy, va da:
20p41 =0 —an

1
20, = a4 — Qp_1 ‘<2>
Ly’
2

201 =0 — Gp_2

inmul‘gim relatiile cu factorii din dreapta gi adunand pe coloane, obtinem

() ) e )

20n41 =0
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1 n
Trecand la limita pentru n — oo gi observand ca lim (—) = 0, va rezulta
n—oo

1 /2 1a_a0+b0+00
3 3 '

limap+1 == | za
n—oo

2\3

- . . . . ag + b + co
In acelasi mod se obtine lim b,4; = lim ¢y = ————.
n—oo n—oo

3
Interpretarea geometrica. Fie Ag(ag, zo); Bo(bo, y0); Co(co, z0) trei puncte in plan, care formeaza un
triunghi. Punctele

A bo+co 2o+ Yo B ap+co xo+ 20 C ao+ by xo+ Yo
1 2 ) 2 » D1 9 ) 2 y V1 2 ) 9

formeaza un triunghi cu varfurile in mijloacele laturilor triunghiului AgByCy.

Continuand procedeul, obtinem un sir de triunghiuri A, B, C,, care tind la limita citre un punct, centrul

b
de greutate G, al triunghiului AgBoCy , G (ao + . o ot go + ZO) .

6.2.8 a) Se aplica Lema lui Cesaro-Stoltz:

1P 42P + ... +n? . 1P42°+. .. 4+nP+(n+1)P—[1P+2P + ... 4+ nP]
1um

n—oo (n + 1)1) — 00 (n + 1)p+1 — pptl —
, (n+1)P o onP+ClpP 4 C2pP72 L+ 1
= lim = lim P P =
n—oo (n 4 1)P+l —np+l  nmoo nPt 4 CJnP + ... 41— nptl
. nP +pnP 4. 4+ 1 1
= lim = .

b) Se aplica Lema lui Cesaro-Stoltz:

li L 1 + ! + + !
im— | — ot — | =
n—oon \In2 In3 Inn

SR L+t
. In2 I3 7 lnn In(n+1) In2 77 lnn
= lim =
n—oo n+l—n
1
= lim 7ln(n+1) = 0.
n—o0 1
Altfel, avem
Ly 42
q.—1n2 In3 Inn _ . o Ty -1
n — - aritm goe ey .
n In2 Inn n
Dar mayitm (21, 2, ..., x,) — x, pentru z, > 0. Va rezulta
1 -1
lima, = lim — -+~ =0-1=0.

n— 00 n—oolnn n
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Serii de numere reale

1 1
6.2.9 a) Deoarece Inn < n, n > 1 avem c& termenul general al seriei a, = — > ,n>1
Inn Yn
oo
Deoarece lim {/n = 1, rezultd divergenta seriei Y a, (criteriul I de comparatie).
n—oo n=2

n o0 an

o0
< a". Cum seria Y a™ este convergentd rezultd c& seria este

a
n! — —5 /n)
n. n=2 n=2 n.

b) Daca a < 1 Rezulta

convergenta.

> 1
Daca a = 1, atunci avem seria ), —= este divergenta deoarece termenul general nu tinde la zero

n=2 W
lim ¥n! = 1.

n—oo
an a'ﬂ [e'e)
Dacad a > 1, atunci V/n! < ¢Y/n"» =n sian, = — ' > ; — 00, deci seria Z an este divergenta.
n. n=2
1 . . V== | < e
c) o < 2—71,pentru n > 1 gi cum seria geometrica . o0 este convergena, rezulta cd si seria
n n=1

< 1
> o este convergents.
)

Inn 1 x 1
d) Pentru n > 3,Inn > 1 gi deci — > —. Cum seria armonicd Y — este divergenta, rezultd ca si
n n

n=1
seria data este divergenta.
6.2.10 Seria data are aceeasi natura ca si a cea a seriei
o0 o0 o0 o0
1 1 1 1
2n — = = Ap .
7;2 (27)(In 278 nz::g (2m)e=1(nIn2)?  (In2)? nz;; (20-1)n . pp nz::g "

o0 A
Dacd o > 1 i > 0, atunci seria Y a, este convergentd. Intr-adevir, folosind criteriul lui D’Alambert

avem = g
Ap+1 _ (2 ) n . 1 <1
G (2a71)n+1(n + 1)ﬁ 20471
. v
Dacd o > 1,6 < 0,8 = —v,7 > 0. In acelagi mod ca mai sus seria ) a, = Z(Qanf)n este
convergenta
anyr  (2°7H"(n+1)7 1
an | (20-0)nHl.py  2a-1 <l
Daca lt'io: L 121 t i ica lizata. Daca 8 > 1 seri
aci a = unci = — este seria armonicd generalizata. Daca seria
’ 7= (Inn)?  (In2)8 “~ nb 8
este convergenta si daca @ < 1 seria este divergenta.
o 1 x (90)n
Daca « < 1, atunci seria n§2 p = (In2)7 n§2 (nﬁ) ,unde a =1 -9, 0 < § < 1 este divergenta
) (26)n )
oricare ar fi § € R, deoarece termenul general 5 tinde la zero.
n
6.2.11 a) Avem
sin(n + 1)« sin(n + p)a
|Sn+p_sn| 74‘
(n+1)(n+2 (n+p)(n+p+1)
! + ! + .+ !
m+1)(n+2) n+2)(n+3) 7 (n+p)(n+tp+l)

1 1
n+l n+p+1

Am obtinut ca pentru orice £ > 0 existd N = N(g), astfel incat < e pentrun > N

n+l n+ p+1
si Vp € N. Agadar (S,,) este sir fundamental deci, in virtutea criteriului lui Cauchy este sir convergent.
Seria data este (absolut) convergenta.
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b) Analog.
6.2.12 a) Aplicdm criteriul raportului pentru serii. Avem
n+1 | n+1 n | "
Gni1 :[a(n+1)] nl _a (n+1) (n+1).:a 1+l e
an, (n+1)! (an)™ a™(n + 1)Inn n
1 o0
Daca ae < 1, adicd a < —, atunci seria Y a,, este convergenta.
e =
1 nool
Daci ae > 1, adicd a > —, atunci seria Y a,, este divergenta.
€ n=1
1 1+ 1\" 1 n 1 n+1
Daca a = —, atunci Gntl _ ( ") . Dar (1 + ) <e< (1 + ) si deci
e an e n n
1 n
(+5) :
an+1 > n — 1 — n _ n -+ 1
an 1\ 1 1 n+1 1 -
Lt o n
n

. s x 1 . ¢ . An41 bn+1 e e R . v . . .
Seria Y b, = > — este divergenta si > , rezultd cd > a, este divergentd pe baza criteriului
n

n=1 7}:1 mn n n=1
IT de comparatie.

b) Aplicand seriei raportul

1. ,n+1 n+p
any1 _ (n+1)!-e n .. 1 1

0o 1)n+l+p  pl.en 1" N
an, (n+1) nl-e (1+> (1+>
n n

constatam c& criteriul lui D’ Alembert nu este concludent. Vom aplica criteriul lui Raabe-Duhamel. Avem

1\" 1\? 1\" 1\?
<1+) <1+) (1+) (1+)
(aTL—l):limn i i —1| > lim n n i -1

(g1 2 n—0o0 1\
1+ -
n

1\?!
(1+> 1| =p—1.
n

Vom avea ca pentru p — 1 > 1, adica p > 2, seria este convergenta.
Pentru p < 1 seria este divergenta, deoarece

lim n
n—oo

= lim n
n—oo

\" \*

@ (” n> (” n> 1\?
limn<"—l>zlimn -1 <limn{<1+) —l}zp.
n— o0 a,n+1 n— o0 e n—oo n

. 3n " _1 . . o . .
c¢) Deoarece lim = e~ 3 # 0, seria este divergenta (nu satisface criteriul necesar de
n—oo \ 3n + 1
convergenta.
2"n! 1 2
d) Fie u,, = —n, n > 1. Avem lim Untl _ 9 lim —— = = — < 1, deci seria este convergenta.
nm n—oo Uy n—oo 1 e
n
6.2.13 Avem
2k:
- k k
02kl . L 2 A )
ang A e gt = Mg g = 2>
lim =
e L i
k=1 3k= 1
lim —22% — Jim — =-<1

n—00 A9} —1 n— 00 3k 2]@71 3
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Constatam ca nu se poate aplica criteriul raportului (D’Alembert), deoarece raportul depinde de paritatea

sau imparitatea termenului general a,, considerat.
Folosind criteriul radacinii obtinem

1 k—1 1
NT—— 2k — 1 2
. . , 2FINog -1 2 2 2
e e (W> B e s Bl U i
32k —1 32
= convergenta
1 k=1 1
. . Co(2Ngg 22 92
2k 2
3 3
= convergenta

In acest caz, oricare ar fi paritatea termenului general, seria este convergenta.

6.2.15 a) Avem

[l
[M]8
> =

> > 1 1 VEF1+1—-VE+1+1
> (aze—1+az) =) - =
— —\WVk+1-1 VE+1+1 k

n=1
care este o serie divergenta.

o0
6.2.16 Vom studia seria Y |ay|. Avem
n=1

a—n

ala—1)-...-(a=n+1)(a—n) n!
n+1

(n+1)! ala—1)-...-(a—n+1)

a
n+1 1.

an
Criteriul D’Alembert nu este concludent pentru seria valorilor absolute. Vom aplica criteriul lui Raabe-

Duhamel.
I n+l—-n+a L1 ; S
(ol Y T ion—al] ) T = el pentnun >
lim n 1) = limn = nd+l4n—a
n=oo \[an 1] nee In — al limn- —————— =00, pentrun < a
n—oo n—a
o0
Daca a = 0, seria devine Y 0 care este convergenta.
n=1
Daca a < 0, seria este divergenta deoarece a + 1 < 1.
Fie a < 0, caz in care
ala—1)-...-(a—n+1) n(—a)(1l=a)-...-(n—a+1)

n!
= (=1)"b,,(V)n e N.

Seria a, = Y (—1)"b,, este o serie alternanta. Studiem monotonia sirului (b,), b, > 0.

b -1
1 _ D <l,n—a<n+1.

by, n+1

Pentru a < —1, (b,) este crescitor gi lim (b,) # 0. Rezultd cd pentru a < —1, lim a, # 0 si seria
n—oo n—oo

: y b ,
este divergenta. Pentru —1 < a < 0, ZH < 1= (by) este descrescitor.
n
S& aratam cd lim b, = 0. Deoarece (b,) este descrescitor gi marginit inferior, este convergent.
n—oo
Notam lim b,, = [. Consideram sirul (uy,),>1 astfel incat
n—oo -
Uy +us + ...+ Uy . Uy + U+ ...+ Up—q
b, = iar b,_1 = .
n n—1
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Atunci u, = nb, — (n — 1)bp—1. Inlocuim pe b, si b,_1, avem

(o)1 =a)-...-(n—a—1) (—a)(1—a)-...-(n—a—2)
Up =N o —(n—-1) =1 =(—a) byp_1.
Stim ca lim b, = limu,, = [. Am avut u,, = —ab,,_1. Trecand la limita rezultd [ = —al = [ = 0.
Pe baza criteriului lui Leibniz, seria este convergenta.
1
6.2.17 Avem 2HL — n_—:_— — 1 cand n — oo. Criteriul raportului nu se aplicd (nici criteriul
n+a

Up,
radicalului). Aplicim Crlterlul Raabe-Duhamel. Cum

Uy, n
1) = (a—1
n(“n-H ) n+1 (=1,

limita sa este & — 1.Agadar, dacd o > 2 seria este convergenta, iar daca a < 2 seria este divergenta.
oo

1

Pentru a = 2, seria se reduce la ) 1 care este tocmai seria armonica (divergentd).
n=1"N

6.2.18 a) Fie x,, = /"™ (n > 1). Folosind criteriul lui Raabe-Duhamel, avem

1
_n_ n+l — 1 1
lim n(m" —1): lim (aln”H—l)n: lim ————-n-In " =lnag-lne ! =In=.
n—oo Tn41 n—o00 n—oo |y n+1 a
n+1

1 V| . < 1 Lo 1 . . y
Daca — > e, adica In — > 1, seria este convergenta. Daca — < e, adica In — < 1, seria este divergenta.
a a a a

1
b) Criteriul necesar de convergentd, lim In (1 + ) = 0, este indeplinit. Totusi seria este diver-
n—oo n

genta, caci girul sumelor partiale,
Zln(l—i— ) Zlnk—i—l —Ink] =In(n+1) — oo, cand n — oco.
k=1

Functii continue

6.2.19 a) Pentru zy € R\ {k7|k € Z} din

limf(x):limx_FeM :xo—|—e D=f(370)

T—T0 r—x0 T — T To— T

rezulta ca functia f este continua in xg.
Studiem continuitatea in xg = km, k € Z, k numar par. Din

1 1 1 1
lim — = — = —00, respectiv lim — = — =400
e—krsine  0_ a-krsine Oy
z<km x>k
rezulta ca limitele
lim f (2) . T+ emE km+ e km+0 k
im f(x) = lim = = - ,
ok v—kr o — T (k—l)ﬂ (k‘—l)ﬂ' k—1
<k <k
respectiv
1
lim f () = lim ©TESNE _kmtet™ [ oo, daci k <0,k par
x:;;ﬂ B JL:II:‘N €T —T B (l{j — 1) s B 4*007 dacé k Z 2, k par.

sunt diferite, deducem cd lim f (x) nu existd gi prin urmare functia f nu este continua in 2y = km, unde

z—km

k este numar par.
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Studiem continuitatea in x¢g = km, k € Z, k numar impar. Avem

lim — =— =+4o00g lim — = — = —00.
e—krgine O e—krgine  0_
c<km >k

Pentru k # 1, k impar limitele laterale

1
sinzx k +oo _ N < :
lim f(z)= lim r+e _km+e _{ oo, daca k < —1,k impar

r—km r—km €Xr — T B (k — ]_) T B +OO7 daci k Z 37 k impaI‘
z<km <k
respectiv
lim f (2) . x—i—esiiw km+e™ > km+0 k
im f(x)= lim = = =
@k @e—kr L — T (k—1)= k—1)m k-1
x>k x>k

sunt diferite. Atunci lim f (z) nu exist&, prin urmare functia f nu este continud in zp = km, unde k este

c—kT

numar impar diferit de 1.
Pentru k£ = 1 avem zg = km = m, limitele laterale

1
r+ems q4et™®

lim f (x) = lim = = —00
:tz::f() ror—m 0- ’

respectiv
1 —00
Snw 0
lim f (z) = lim 2260 e mH0_
> ror—m 0+ O+ 04

sunt diferite. Atunci lim f (z) nu exista, prin urmare functia f nu este continua in xo = .
Tr—T

In concluzie functia f este continui in fiecare € R\ {kn|k € Z}, si este discontinug in fiecare
x = km, k € Z. Mentionam ca toate punctele de discontinuitate ale functiei f , x = km, k € Z, au speta
a doua.

b) Functia f se obtine din functii continue prin compunere si inmultire, prin urmare functia f este
continud pe multimea de definitie [1, +00).

c) Consideram x¢ € R gi (uy),~; un sir de numere rationale, (v,), -, un sir de numere irationale
ambele convergente catre xg. Atunci

lim f(u,) = lim (Tu, —12) = Tzg — 12, iar lim f (v,) = lim v2 = 22.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Egalitatea 7Tzg — 12 = 22 are loc pentru xq € {3,4} .

Pentru zp € R\ {3,4} sirurile (f (u,)), (f (vn)) converg cétre limite diferite; deducem ca f nu are
limitd in punctele o € R\ {3,4}, si deci functia f nu este continud in punctele xo € R\ {3,4}. Aceste
puncte de discontinuitate au speta a doua.

Functia f este continua in punctul zg = 3 i in punctul ¢y = 4. Demonstram continuitatea functiei in
o = 3. Este suficient sd aratam ca pentru fiecare vecindtate V' a numarului f (3) = 9 existd o vecindtate
U a lui z¢ = 3 astfel incat f(U) C V.

Consideram functiile f; : R = R, fi (z) = 722 — 12, fo : R = R, fo (z) = 2°. Functiile f; si fo sunt
continue pe R. Fie V o vecinitate a num&rului f (3) = 9. Deoarece V este vecinitate pentru f; (3) = 9
si functia f; este continud in xy = 3, existd o vecindtate U; a numarului z¢p = 3 astfel incat f (Uy) C V.
Deoarece V' este vecinatate pentru fo (3) = 9 si functia fo este continud in zy = 3, exista o vecinitate
Us a numarului z¢p = 3 astfel incat fo (Uz) C V. Privind vecindtatea U = U; N Uz a lui g = 3 are loc
U CU;,U C U, deducem f1 (U) CV, fo(U) CV, de unde rezultd f (U) C V.

Pentru punctul zg = 4 se procedeaza in mod asemanator.

6.2.20 a) Explicitdm [2?]. In acest scop partitiondm domeniul de definitie astfel

R= U ((-VFFL-VAHUVE VEFT))
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Pentruz € (—vVk + 1, —VEU[VE, vVE + 1), unde k € N, din 2% € [k, k+1), [2?] = krezulta f (z) = 2®—k,
si deci f este continui pe multimea (—v/k + 1, —Vk) U (Vk, VE + 1).

Studiem continuitatea functiei f in punctele o = —vk unde k € N* respectiv zg = vk unde k € N.
Avem f(—Vk) =k —k=0,f(Vk) =k —k=0.

Deoarece limitele laterale

lim f(z)= lm (2> —k)=k—k=0, lim f(z)= lim (2°—(k—1))=k—(k—1)=1

z——VEk z——VEk z——VEk z——VEk
z<—Vk z<—Vk z>—Vk z>—Vk

sunt diferite, functia f nu are limit# in punctul 2o = —V/k, si deci nu este continui in acest punct.
Deoarece limitele laterale

lim f(z) = limﬁ(ﬁf(kfl)):kf(kfl):l, lim f(z) = lim (22 —k)=k—-k=0

z—Vk z—— vk z——Vk
z<Vk z<Vk z>Vk z>Vk

sunt diferite, functia f nu are limit# in punctul 2o = vk, si deci nu este continui in acest punct.
In concluzie multimea de continuitate a functiei f este

Dy = e ((—\/k +1,—VE) U (VE,VE+ 1)) )

Mentionim ci toate punctele de discontinuitate ale functiei f, z = £k, unde k € N, au speta intéi.
b) Explicitam [z]. In acest scop partitiondm domeniul de definitie astfel R = Y [k, k+1).
€

Fie k € Z arbitrar fixat. Obtinem f (x) = k -sinwz, Vo € [k,k+1). Asadar f este continud pe
intervalul (k,k 4+ 1). Studiem continuitatea functiei f 1In punctul zo = k. Evident f (k) = ksinwk =
k-0 =0. Tinand cont de

| (k—1)sinmz,Vz € [k —1,k)
f(ac)—{ ksinmz, Vo € [k, k+1)
obtinem
lim f (x) = lim (k—1)sinme = (k—1)sinkr=(k—1)-0=0,

r—k
z<k z<k

hn;f(x) = limksinme = ksinkr = k-0=0

x>k x>k
si deci lirr}cf (z) = 0. Din egalitatea lirr}cf (x) = f (k) rezultd ca f este continua in zo = k.
T— T

In concluzie functia f este continua pe R.

1 1 17" 1170
¢) Pentru z € (0,1) avem: [z] = 0; = > 1 implica L] > 1 [m} = [w} = 1; obtinem
17 1
f@)y=1+0=1,iar f(1) = [J +[1] =1'+1=2. Pentru z € (1,+0c0) avem: [z] > 1;— € (0,1) deci
x

Lﬂ =0, m " 01— 0; obginem £ (x) = 0+ [s] = [e].

y dack € (—o0.1) 1, daczj z € (—00,1)
' 9 2, dacda =z=1
Prin urmare f (x) = ¢ 2, dacd =1 “ )1, daci ax¢ (1,2)
[z], dacd € (1,00) ’ ’

k, dacd zelkk+1), ke{2,3,4,...}
Din faptul ca functia f este constanta pe intervalul (—oo,1) si pe fiecare interval (k,k + 1) unde
k € N*, deducem continuitatea functiei f in punctele z € (—oo,1) si in punctele z € (k,k+ 1) unde
k € N*. Din egalitatea limitelor laterale lim f (z) = lim1 =1, lim f (z) = lim1 = 1 rezulta limlf (z) =1.
z<1 z<1 z>1 z>1 =
Dar f(1) = 2. Din limlf (z) # f (1) rezulta ca functia f nu este continud in punctul g = 1. Pentru
xg =k € {2,3,4,...}, din faptul c limitele laterale lim f (x) = lim (k—1)=k-1, lim f (x) = limk = k

z<k z<k x>k x>k
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sunt diferite deducem c& limita lim f () nu existd. Prin urmare functia f nu este continua in punctul
rz—k

xg =k unde k € {2,3,4, ...} . Toate punctele de discontinuitate ale functiei f au speta intéi.
Multimea de continuitate a functiei f este (—oo0,1) U ( U (k,k+ 1)) .

keN*
6.2.21 Calculam limita data.
Pentru z < 0 din lim €™ = 0 rezulta

n—oo

f@) = 1 [sinz|- €™ 4 cosxz |[sinx|- 0+ cosz
Tr)= hm = = COS .
n—oo ent +1 0+1

Pentru z = 0 avem
. |sin0]-€™®+cos0O  0-€"+1 1

=1 = = —.
F(0) = lim en0 11 O+1 2

Pentru z > 0 din lim e™* = 400 rezulta

n—oo

. 1
o (|smx| + —ne cosx)

. |sinz|-e™® + cosz |sinz| + 0 - cosz
im =

flx)=1 — = lim = = |sinz]|.
e (S
enm
Asadar

cos x, daca =<0
1

fx)= 3 dacd x=0
|sinz|, dacd x>0.

Restrictia functiei f la multimea (—o0,0) este cos : (—o0,0) — R. Stiind c¢d functia cos este continud
pe multimea R rezulta ca f este continud pe (—o0,0). Restrictia functiei f la multimea (0, +00) este
|sin| : (0,+00) — R. Stiind ca functia sin este continua pe multimea R deducem ca functia [sin| este
continud pe R si rezulta ca f este continua pe (0, +00) .
Studiem continuitatea functiei f in punctul zo = 0. Deoarece limitele laterale
lim f (x) = lim cosz = cos0 =1, si lim f (x) = lim |sinz| = |sin0] =0
2<0 %<0 #>0 20
sunt diferite, rezulta ca functia f nu are limita in punctul o = 0. Prin urmare functia f nu este continua
in punctul zg = 0.
In concluzie functia f este continud in fiecare punct x € (—o0,0) U (0, +00) si este discontinui in
z =0.
b) Calculam limita data. In acest scop consideram sirul de numere reale a,, = 1 + 22" si studiem
limita

C nt . 1+ 22(n+1) ) 1+ 22. (l‘Q)"
lim = lim ——— = lim ——>*~—.
n—oo (O n—oo 1 4+ x?n n—oo |+ (xz)

Pentru = € (—o0, —1) U (1, 400) din 22 € (1,+00), lim (2%)" = +oo deducem

n 1
2 2 2
s 1ga @)@ << 2)””) A
lim = lim —— 57— = lim = lim = =z°.
I G A e AUy G L I e
X n
(x2)" (2?)
Pentru o € {—1,1} cum 2?" = 1 avem
n 1 2(n+1) 1 1
lim 27 =y — lim =1

——— = lim —— =
n—oo Q, n—oo | -+ JjQ” n—ool + 1
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Pentru z € (—1,1) din lim 2** = 0 deducem
n 1 2(n+1) 1
lim 9L gy 2T 1H0
n—oo QA n—oo 1+ x2n 1+0
Deoarece a
lim V/1+ 227 = lim a, = lim nH,
n— oo n— oo n— oo an
functia f este
f(2) = z?, dacd x € (—oo0, —1) U (1, +00)
o 1, dacd z € [-1,1].
Deoarece f(z) = 22, V o € (—o0,—1) U (1,4+00) rezultd ca functia f este continud in fiecare
r € (—00,—1) U (1,+00). Deoarece f(r) = 1, V z € (—1,1) rezulta ca functia f este continua in
fiecare x € (—1,1). In punctul o = —1, egalitatea limitelor laterale
lim f(x)= lim 2 =1, lim fx)= lim 1=1
P T<l1 sy pASiy

z>—1

implica limlf (z) = 1. Din egalitatea limlf () = f(—1) rezultd ca functia f este continud in punctul
T—— r——

zo = —1. In punctul xg = 1, egalitatea limitelor laterale

lim f (z) = lim1 =1, lim f(z) = limz? =1
|0 P o1 w1

z>1 z>1

implica 31:1_>m1f (z) = 1. Din egalitatea il_)mlf (z) = f (1) rezulta ca functia f este continua in punctul zo = 1.
In concluzie functia f este continua pe R.
¢) Pentru z € (0,1) avem: Inz < 0, deci

2 Inz
lim n'* =0, f (x) arn _tT

n—oo

_am2-0+:r
z-04+1

= lim
n—oo Tnh® 41

Apoi

a-12.pm1 41 a-n’+1 a-1+1 a+1
)= lm ——— = lim ——— =1i =
F) =t = = e T 2
Pentru z € (1,+00) avem: Inz > 0, lim n'"® = +o0, deci
n"? (ax? + 2 - 24 g
a4 g . nlne L AT ar’ 4200
f(z)= lim — el lim 7 = lim = o = o
n—oo IN —+ n—oo nlnx (q;—}— ) n—oo T+ T +
nlnz nlni’?
Asadar
z, dacd =z €(0,1)
1
f(x)= a—;— , daca z=1
ax

, daca z € (1,+00).

Functia f este continua pe multimea (0,1) si pe multimea (1,4o00). Limitele laterale

lim f (z) = limz = 1; lim f (z)
z<1

=limaz=a-1=a
r—1
<l

z>1 z>1

sunt egale pentru a = 1 si sunt diferite pentru a € R\ {1}. Pentru a = 1 din egalitatea limitelor laterale
rezulta limlf () = 1 si comparand cu f (1)
xTr—

5 = 1 din egalitatea limlf () = f(1) deducem ca f
Tr—
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este continud in ¢ = 1. Pentru a € R\ {1} in punctul zp = 1 functia f are limite laterale diferite, rezulta
ca functia f nu are limita in punctul zg = 1 si deci nu este continui in acest punct.

In concluzie, pentru ¢ = 1 functia f este continud pe (0,+00); iar pentru a € R\ {1} functia f este
continué pe (0,1) U (1, 4+00) si este discontinua in punctul 2o = 1.

6.2.22 a) Avem

lim f (z) = lim\/m_lzlim(m—l)(m+1)'(3(1+$)2+m+1>
20 =0 YT+z—1 xeo(m—l)(ererl).(erl)

- [3 (1—1—3@)2—&—\3/1—1—;10—&—1}
= r
720 - (Vitz+1)

Va+a) + T +z+1 3

= lim —.

e Y/ E 5
Definim f prelungirea functiei f la punctul 2o = 0, f : [~1, +00) — R,
{ f(x), daca =ze€[-1,0)U(0,+00)

= daca =0.
5 acd T
Se arati usor ca functia f, si la fel f, sunt continue pe multimea [—1,0) U (0, +00) . Deoarece lil%f (2)
3 - 3 _ _ _
= lir%f () = 3 si f(0) = 2 din liH%)f (x) = f (0) rezultd c& functia f este continui in punctul 2y = 0.
T— T
Agadar functia f poate fi prelungita prin continuitate la punctul xg = 0.
b) Din studiul limitelor laterale

1 - W=
lim f (z) = lim 2tgrarctg— = 2-0- — =0, lim f(z) = lim2~ "5 =27 =0
<o z 2 o 0
rezulta ca lin%)f (r) = 0. Definim f prelungirea functiei f la punctul zg =0, f : [~1, +00) — R,

- f(z), dacd z€[-1,0)U(0,+00)
0, daca x=0.

Se arati usor ca functia f, si la fel f, sunt continue pe multimea [—1,0) U (0, +00) . Deoarece lir%f (2)
xr—

= lir%f () =0si f (0) =0, din lir%f (r) = f (0) rezulta ci functia f este continui in punctul xo = 0.
xr— xr—
Asadar functia f poate fi prelungitd prin continuitate la punctul zo = 0.
¢) Avem lim f (x) = lim Inz = —oc. Fie f o prelungire a functiei f la punctul 2o = 0, adica
x>0 x>0

F:[0,+00) — R, f(x):{ f(@) =z, daci iiiﬁ’*“’

Yo, daca
unde yo € R este fixat arbitrar. Avem limof (z) = lim0 In2z = —oo. Pentru orice alegere a lui f (0) = yo € R
x>0 x>0

are loc lin&? (x) # £ (0) si deci f este discontinua in 2y = 0. Toate prelungirile functiei f la punctul x¢ = 0
x>0
fiind discontinue in punctul x¢ = 0, functia f nu poate fi prelungita prin continuitate la punctul zy = 0.

d) Fie f o prelungire a functiei f la punctul 2y = 0, adica f : R — R,

f(x)z{f(m):SiHQ::’ dacd =z € R\ {0} ’

Yo, daca =0
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unde yo € R este fixat arbitrar.

Consideram sirurile de numere reale (un)nzlv (vn)n21 convergente catre 0, u, = T

4
Up = T pentru n € N. Deoarece limitele
_ — 2 - (1+ 4
Jim f (up) = lim f (1 n 4n> = lim sinw = lim sin (g + Zmr) =1
s
.= .= 4 .. 2 (—1+4+4n) L. T
nh_)ngof (vp) = nh_)n(lof <1+4n> = nh_)rréo sin —————— = nh_)rgo sin (—5 + 2n7r) =-1

sunt diferite, deducem ci functia f nu are limitd in punctul 2o = 0 si deci functia f este discontinua in
xo = 0, pentru orice alegere a lui f (0) = yo € R. Asadar functia f nu admite prelungire prin continuitate
la punctul zg = 0.

6.2.23 a) Pe intervalul [1,2) functia f este rezultatul compunerii unor functii continue. La fel pe

intervalul (2, 4+00) . Prin urmare functia f este continud pe [1,2) si pe (2,4+00). Avem limitele laterale

tiy f () =t /o +40% + 2% = lim /a2 + 403 +22 = [+ 2 =Ja+ 2 =0 2,

<2 <2 <2
In (z — 1)*sn==2) 4sin(z —2)-In(z —1 in(z—2) In(1 —2
lim f (2) = Tim L& =) _ g dsin@=) -l sin@=) I+ @=2)
@2 22 2 52 2 w2 x—2 x—2
z>2 z>2 (!,l? - 2) z>2 ({E - 2) z>2

Daca a € (0,400) \ {2}, atunci a + 2 # 4, rezultd ca liH%f(Z‘) + lin%f(x) si deci functia f nu are
<2 xz>2
limita in punctul zg = 2; deducem ca functia f nu este continua in punctul xy = 2. Dacd a = 2, atunci

lim f (x) = lim f () = 4 implica 1in12f (x) =4 gi comparand cu f (2) = 4, din egalitatea lilraf (x)=f(2)
r<2 r>2
deducem ca f este continua in xy = 2.

In concluzie functia f cu a > 0 este continua pe multimea de definitie daca gi numai daca a = 2.

b) Pentru z < 0 avem LT —1, iar pentru x > 0 avem LT 1. Asadar
lz|  —x lz| =
1\ "2
<z+ 1) ) daca z € (—o0,—1)
—asin (g (1- x)2> , daca ze[-1,0)
f(x)=< b, dacd x=0
asin (g (1— a:)2> ) dacd x € (0,1]
2
z—1
a 1 .
<$+1> : daca z € (1,400)

Pe fiecare interval (—oo, —1), (—1,0), (0,1), (1,400) functia f este rezultat al compunerii unor functii
continue, prin urmare functia f este continua pe fiecare interval mentionat.

Din ) )
-1\ 1
lim f(z) = lim sc = lim Tt =0
z——1 z——1 x.‘.l rz——1 x — 1
r<—1 z<—1 z<—1
si
lim f (z) = lim — asin (E (1- x)2) = —a-sin27 =0,
o e 2
rezulta limlf (x) = 0; comparam cu f (—1) = —asin 27 = 0; gdsim limlf (x) = f(-1) si deducem ca f

este continua in xg = —1. Concluzia fiind independenta de valoarea lui a € R.
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Din

—1\2
lim f (2 )—1in}asin<z(1—x)2):a-sinO:0§i lim f () = lim (m ) =0,
< 4 2 i

rezulta limlf () = 0; comparam cu f (1) = asin0 = 0; gisim limlf () = f(1) si deducem ca f este
continua in xg = 1. Concluzia fiind independenta de valoarea lui a € R.
Din
o (T 2\ _ T (T o\ T
lim f (x x) lim —asin (5 (1-1x) ) =—asing = —asi lim f (z) = limasin (2 (1—-2x) ) =asing =a,

<0 z<0 x>0 x>0
cum f(0) = b, deducem c& functia f este continud in punctul zyp = 0 daca si numai dacd —a = a =0
ceea ce revine la a = b = 0.

Asadar functia f este continua pe multimea de definitie daca gi numai dacd a = b = 0.

6.2.24 Consideram functiile g,h : R = R, g(x) = f(z) + ¢, Va € R, respectiv h(z) = f(z) — ¢,
Vz € R. Demonstram egalitatea

—|h
o) = LD G oy
Daca f (z) < —¢, atunci f () + ¢ <0, f(x) — ¢ < —2¢ < 0 si prin explicitarea modulelor obtinem
g @) —Ih(@)| _|f@)+e-|f@)—d fl@)-c—-(=f@)+e
= = =—c= fe(x).
2 2 2

Daca |f (z)| < ¢, atunci —¢ < f(x) < csideci f(z)+¢ >0, f(x) — ¢ <0. Prin explicitarea modulelor

obtinem

|g(x)|;|h(m)\ _|f @)+ g [f (@) = _ (f(2)+¢) —2(—f(x)+0> — (@) = fo(2).

Daca f (z) > ¢, atunci f () + ¢ > 2¢ > 0, f (x) — ¢ > 0 gi prin explicitarea modulelor obtinem
lg@)|—|h(@)] _[f@)+cd-|fl@)—c (F@+)-(f(x)=—c)
_ _ o= f(a).
2 2 2
Din continuitatea functiei f pe R rezulta continuitatea functiilor g si h pe R. Deoarece functia modul
|| : R — R pastreaza continuitatea, deducem ci |g| si || sunt continue pe R. Cum operatiile aritmetice
lg| — |A|
2

pastreaza continuitatea, deducem ca functia = f. este continua pe R.

Din |fe (z)| < ¢,Vz € R adicd f. (z) € [—¢,c],Vx € R deducem ca functia f. este marginita.

6.2.25 Utilizam teorema de existenta a limitelor laterale in cazul functiilor monotone. Consideram
f i [a,b] — R crescitoare. Pentru f descrescatoare se va rationa in mod asemanator. Presupunem ci f
nu este continua pe [a,b]. Atunci exista xg € [a, b] punct de discontinuitate pentru f.

Dacd xg € (a,b), atunci pe baza monotoniei functiei f are loc f (a) < f (zo — 0) < f(xo+0) < f(b).
Dina <z <zp= fla) < flx) < flag—0)sizg <2z <b= f(zg+0) < f(z) < f(b) deducem ca
pentruy € (f(xo—0), f(zo+0)),y # f (zo) nu exista = € [a, b] astfel incat y = f(z), cu toate ci valoarea
y este cuprinsd intre f(a) si f(b).

Daca zp = a, atunci pe baza monotoniei functiei f are loc f(a
a<z<b= f(a+0) < f(z) < f(b) deducem ca pentru y € (f (a), f(
incat y = f(z), cu toate cd valoarea y este cuprinsd intre f(a) si f(b).

Dacd zp = b, atunci pe baza monotoniei functiei f are loc f(a) < f(b—0) < f(b). Deoarece
a<z<b= fla) < f(x) < f(b—0) deducem ci pentru y € (f( 0), f (b)) nu existd x € [a, ] astfel
incat y = f(z), cu toate ca valoarea y este cuprinsa intre f(a) si f(b).

Presupunerea noastra duce la contradictie, deci este incorecti. Asadar f este continua pe [a,d].

6.2.26 Avem f (a) = 0, f (b) = sin 7 i

Avem de aratat cd pentru orice y € B existd = € [a, b] astfel ca y = f (x).
Evident 0, f (b) € [-1,1] si atunci B C [-1,1].

) < f(a+0) < f(b). Deoarece
a+0)) nu exista z € [a, b] astfel

. Notam cu B multimea numerelor cuprinse intre 0 si f (b).
a

Din y € B rezultd y € [—1, 1], agadar ecuatia sin =9,z € R are solutii.
T —a
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1
= (=1)* arcsiny + kr,k € Z
T—a )
r—a= T keZ
(=1)" arcsiny + km
1
r=a+ P kel
(—=1)" arcsiny + k=
- 1 .
Determinam o valoare kg € Z pentru care xy, = a + € [a,b]. Deoarece arcsiny €

(=1)™ arcsiny + kom

T . <
[—5, 5] oricare ar fi y € [—1,1], pentru kp numér natural nenul par avem

0< —g + ko < (—1)’CO arcsiny + kom < g + ko,

1 < 1 < 1
g + ko (—1)k° arcsiny + kom —g + kml"
1 1
a<a +  — S a + T - S a + B —
§—|—k07r (=1)" arcsiny + km _§_|_]€Oﬂ-
) 1 1 1 . . sy
Inegalitatea a + —=——— < b are loc pentru kg > - + ————. Deci pentru orice y € B existd
-2 ¥ kom 2 7w(b—a)
1
x € [a,b] astfel incat y = sin , de exemplu * = a + ———, unde kg este un numar natural
T—a arcsiny + ko

1
par cu proprietatea kg > — + . Restrictia functiei f la intervalul (a, b] este compunere de functii

1
2 7w(b—a)
continue, deci functia f este continud pe multimea (a, b] . Studiem functia in punctul 2y = a. Considerim
sirurile de numere reale (uy,),,~,, (vn), >, astfel

1 1 1
Up =0+ ———sivp,=0a+———, dacan>—-+ ———;
! %—&—an " g—&—an 8 2m(b—a)

=, = daca n < + !
U, =v, =a, dacan s o= a)

Ele sunt convergente cétre a si are loc uy, v, € [a,b],Vn € N. Cum

lim f(un):sinE = ?;ﬁ lim f(vn):sing :ﬁ7

rezulta ca limita lim f (z) nu exista, si prin urmare f nu este continua in punctul zo = a. Din acest motiv
r>a
functia f nu este continué pe [a, b].
6.2.27 Fie x¢ € I arbitrar. Aratam ca functia f este continua in zg.

Fie € > 0 arbitrar. Definim ¢ (¢) = % Din € > 0,L > 0 rezultd d(¢) > 0. Pentru z € I cu
proprietatea |z — xg| < 6 (g) = % aplicand inegalitatea din enuntul problemei luand z; = z,z5 = xg
obtinem |f () — f (zo)| < L - |z — x| si cu inegalitatea |x — xo| < % deducem

€

\f(x)*f(fﬂoﬂSL'|I7950|<L.L

€.
Deci pentru € > 0 arbitrar existd § () > 0 (si anume 0 (¢) = %) astfel incat x € I, |x —xo| < 0 (e) =

|f (z) — f (mo)] < €, ceea ce Inseamnd ci functia f este continud in punctul zg.
Cum zg € I a fost arbitrar, deducem ca f este continua pe I.
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Alta abordare. Pentru fiecare xg € I din |f (z) — f (x0)| < L-|z — xo|,Va € I i lim [ - |z — 20| =0,
utilizand criteriul majordrii, rezulta cad lim f (z) = f (xg). Aceastd egalitate ne spugileggcoé functia f este
continua in xgq. o

Altd abordare. Pentru € > 0 definim 0 (¢) = % > 0. Pentru orice z,u € I,|z —u| < 6 (¢), utilizand

R Agadar f

inegalitatea din enuntul problemei, rezulta ca |f (z) — f (uv)| < L]z —u| < Lé () = LL

este uniform continua pe I, si deci este continua pe I.

6.2.28 a) Fie p € N* numar dat. Fixdm p numere reale distincte a; < as < ... < a, si consideram
functia f : R — R,

1 1 1
i i oo Fsi , daca eR A2,y
fla) = smx_a1 Jrsmgn_a2 + +s1nw_ap acd T \{a1,as ap}

0, dacd z € {a1,a2,...,ap}.

Functia f este continud pe multimea (—o00,a1) U (a1,a2) U (az2,a3)U...U (ap—1,ap) U (ap, +00) . Functia
f nu are limita In punctele a;,as,...,a, si deci este discontinua in aceste puncte. Multimea punctelor
de discontinuitate a functiei f este multimea {a1,as,...,ap}, finita, avand p elemente.

Din sint € [-1,1],Vt € R deducem f (z) € [-p,p|,Vx € R, deci functia f este marginita.

b) Consideram functia f : R = R, f(z) = « — [z], unde [-] este functia partea intreagd. Pentru
fiecare k € Z avem f (x) = © — k,Vz € [k, k + 1); rezultd ca functia f este continud pe fiecare interval
(k,k+ 1) si deci pe multimea kLEJZ (k,k 4+ 1). Deoarece limitele laterale lim f (z) = lim (k—1)=k-1,

<k z<k
lim f (z) = lﬂk = k sunt diferite, deducem ca functia f nu are limita In punctele k € Z, si deci

z—k

x>k x>k
este discontinua in aceste puncte. Multimea punctelor de discontinuitate a functiei f este multimea Z,

numarabila.

Mentiondm c& x — [z] = {z} este partea fractionard a numérului real z si {z} € [0,1), Va € R, deci
f(z) €0,1),Vx € R de unde rezulti ca functia f este marginita.

¢) Fixdm a1,a2 € R,a; < ag. Consideram functia

. | a1, daca z€Q
f.]R—>R7f(x)_{a27 daca QCGR\Q-

Consideram xy € R arbitrar. Aratam ca f este discontinua in . Fie (uy),~; un sir de numere rationale
si (Un),>; un sir de numere irationale, ambele convergente citre . Atunci f (u,) = a1,Vn € N, f (v,) =
az,Vn € N, lim f (u,) = lim a; = a1, lim f(v,) = lim az = az. Cum sirurile (f (un)), 1, (f (Vn)),>1
n—oo n—oo n—oo n—oo - -
converg la limite diferite, deducem ca functia f nu are limita in punctul z si prin urmare nu este continua
in xo. Multimea punctelor de discontinuitate a functiei f este multimea R, multime nenumarabila.
Din f(x) € [a1,a2],Vx € R rezultd ci functia f este marginita.

Functii derivabile

6.2.29 a) Pe intervalul (0, +o00) functia f este continui, deoarece este rezultatul compunerii unor
functii continue pe (0, +00).

Explicitdm modulul. Pentru z € (0,e) avem Inz < 1, Inz —1 < 0, |Inz — 1| = —Inxz + 1. Pentru
x € [e,+00) avem Inz > 1, Inz —1>0, |Inz — 1| = Inz — 1. Agadar

0, daca =0
fx)={ —zlhz+z, dacd xz€(0,e)
zlnz — =z, dacd € [e,+00).

Studiem continuitatea functiei in punctul zo = 0. Avem lim f (x) = lim (—zlnz +z) = 0. Egalitatea
x>0 x>0

lim f () = f(0) ne spune ca functia f este continud (la dreapta) in punctul zg = 0. Asadar, functia f

x>0

este continud pe multimea de definitie [0, +00).
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Studiem derivabilitatea functiei. Aplicand regulile de derivare obignuite, dar numai in acele puncte
interioare ale multimii de definitie care nu sunt puncte de ramificare, obtinem

—Ilnz, dacd =ze€(0,e)

7w =1

Inz, dacd =z € (e, +0)
In punctul xy = 0 avem
_ —x1 _
a— T — . T s
x>0 x>0 x>0

deci f nu este derivabild (la dreapta) in punctul zg = 0.

In punctul zo = e derivatele laterale fi(e) = —1, f}(e) =1 sunt diferite, din acest motiv functia f
nu este derivabila in acest punct.

Multimea de derivabilitate a functiei f este (0,¢e)U (e, +00). Mentiondm ca punctul (e, f (e)) = (e,0)
este punct unghiular al graficului functiei f.

b) Notam cu g restrictia functiei f la intervalul (e, 400), cu domeniul valorilor redus la (0, +00),
corespunzator valorilor realizate de f, pozitive datoritd modulului. Deci g : (e, +00) — (0, +00),

g@)=|zlnz—2z|=zlhz -z

Din ¢’ (z) =Inz > 0,Vz € (e, +00) obtinem ci g este strict monotona (crescitoare) pe intervalul (e, +00).

Deci g este injectiva. Functia g fiind continua, transforma orice interval in interval; fiind strict crescatoare

pe (e,+00) cu g(e) =0 si liIE g (z) = 400, deducem ca g ((e, +00)) = (0, +00), egalitate ce ne spune
T— 100

ca functia g este surjectiva.

Functia ¢ fiind injectiva si surjectiva rezulta ca este bijectiva. Functia g fiind bijectiva, este si
inversabild. Notam cu g~ inversa lui g, g=* : (0, +o0) — (e, +00).

Deoarece g este continud si bijectiva, din ¢’ () = Ina # 0 pentru Vz € (e, +00) deducem ca functia
inversd g1 este derivabild in fiecare punct y = g (x) cu x € (e, +00), adica in fiecare punct y € (0, +00),

¥ 1 1 1
—1\/
R e R (Ca I R Y (o 1)
6.2.30 Pe multimea (—o0,0) U (0, +00) functia f se obtine prin compunerea unor functii ori de cite
ori derivabile pe aceastd multime, prin urmare f este ori de cate ori derivabila pe (—o0,0) U (0, +00) .
Pentru x € (—00,0) U (0, +00) si i € N* avem
f' (@) =na"'sinl — "2 cos 1
f'(@)=n(n—-1)az"2sint —2(n—1)a"3cos L — 2" *sin 1

,Vy € (0, +00).

1 [V
(i) _ B B . n—i e 1 n—2; ) cosy, dacd i impar
fYE@)=nn-1)n-2)...(n—i+1)a" "sin . — ... +o { sin i, dack i par
Privind punctul xy = 0: deoarece lin%)a:" = 0 s sin% € [-1,1] este functie marginitd avem
xr—

lirr%] (x" sin%) = 0; cum lir%f (z) = f(0) deducem ca in punctul zyp = 0 functia f este continua.
Tr— xr—

Daca n — 2¢ > 1, atunci limoxn_% = 0, lir% (:E"_Qi sin%) = 0 gi deducem lir%f(i) () = 0, unde
ie{0,1,2,...,[%]}.

Avand f© continud in zp = 0, unde f(© = f, rationdm inductiv pentru k € {1,27 ceey ["7’1]}
presupunand f*~1) continui in o = 0; din existenta limitei lirr%) (f(kfl) (:r))/ = lir%f(k) (z) = 0, pe
xr— Tr—

baza consecintei teoremei lui Lagrange rezulta ca f(*~1) are derivatii in zo = 0 si anume

(551 ) = tim (14 (@) =0,

—0

ceea ce inseamnd ci in 2o = 0 funtia f este derivabild de k orisi f*) (0) = 0; comparand cu linbf(k) (£)=0

deducem ci functia f*) este continua in zo = 0.
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In acest fel rezulta, succesiv pentru fiecare i € {1, 2,..., [”T_l} } , ca functia f este de i ori derivabila

inzo=0, fO(0)=0si f este continui in ¢ = 0.
Dacd n este impar, n = 2p + 1, atunci [%5+] = [%} =p=[2]. Mai aritdm ci in zo =0
1

€T

functia f nu este de p+1 ori derivabils. Ultimul termen al functiei f® fiind de tipul 22 cos % = T cos

1) (2) = ¥ (0)

nu existd si deci f®) nu este derivabild in o = 0. Rezultd ci f nu

deducem ca lim
x—0

z—0
estedep+1= [g] + 1 ori derivabila in zp =0 .
Daca n este par, n = 2p, atunci [”T_l} = [%] = p— 1. Aritim ci in 29 = 0 functia f®—1

este derivabild. Ultimul termen al functiei f®~1) fiind de tipul z"2@-1 cos% = 22 cos% deducem ca

(r—1) — =1 (o
Lo £ @)~ 07D 0)
z—0 x—0
p=35= [%] ori derivabils in acest punct. Aritdm ci f®) nu este continui in zo = 0. Va rezulta ca f@

nu este derivabild in zop = 0, si deci f nu este de p+1 = [%] + 1 ori derivabila in xg = 0. Ultimul termen

al functiei f® fiind de tipul 2”2 cos X

x

existd si deci fP~1) este derivabili in 2o = 0, ceea ce insemni ci f este de

= cos =, deducem c& hn%)f(p) (x) nu existd si deci f@ = f([5])

nu este continua in xg = 0.
6.2.32 a) Unghiul « se determina din relatia tga = f (1). Cum f (z) = L22*— 122, avem f/ (1) = 3.
Atunci tga = 3 g1 a = arctg3 = 71°43’. Ecuatia dreptei tangente la grafic in punctul (1, f (1)) este

y—f)=f Q1) (x-1),
deci

y—g=3(m—1).

L : Lo 1
_f'i(l). Obtinem tgg = —3 deci 8 = arctg (—3) .

Ecuatia normalei graficului in punctul (1, f (1)) este

Unghiul § se poate determina din relatia tgf =

1
deci 5 )
y_§:_§(x_1)'

b) Avem f’(x) = cosz,Va € [0,7]. Tangenta in punctul (zg, f (z¢)) la graficul functiei f are panta

1 1
' (xo) = cosxp. Dreapta de ecuatie z+2y—5=0&y = 57 + 5 are panta —3 Cele doua drepte sunt

2
paralele atunci cand au pantele egale. Din coszy = —5 cu zo € [0, 7] obtinem zy = ?ﬂ Deci pe graficul

functiei f existd un punct cu proprietatea ceruta si anume punctul

(20, f (20)) = (?f (2;)) _ (2;,1+ Vf) |

¢) Functia f fiind continud pe [0, 3] si derivabild pe (0, 3) indeplinegte conditiile teoremei lui Lagrange
pe intervalul [0, 3] . Pe baza teoremei, exista cel putin un ¢ € (0, 3) in care

Fio=10-10,

tangenta dusd la grafic in punctul (c, f (¢)) este paraleld la coarda AB unde A(0, f(0)) = (0,0) si
B(3, f(3)) = (3,18). Determinam c.

' (c)= F3) =70 & 3¢? — 3 =6 cu solutiile ¢; = —vV3 ¢ (0,3),c0 = V3 € (0,3)
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Asadar existd un singur punct cu proprietatea cerutd si anume

(e.f () = (v3.£(v3)) = (v3.0).

d) Determindm punctele comune ale celor doud curbe (parabole) rezolvand sistemul de ecuatii

y=8— a2
y = 2.

T=-2 =2

{ y=4 "’ { y=4.
Unghiul sub care se intersecteaza doua curbe Intr-un punct comun este egal cu unghiul format de dreptele
tangente in acel punct la prima si respectiv la a doua curba. Notam cu « unghiul sub care se intersecteaza
graficele functiilor f, g in punctul A (—2,4) si cu 5 unghiul sub care se intersecteazd in punctul B (2,4).
Panta dreptei tangente in punctul A (—2,4) la graficul lui f este f’(—2) = 4, iar panta dreptei

tangente in acelasi punct la graficul lui g este ¢’ (—2) = —4. Unghiul format de aceste doud drepte este
egal cu unghiul ciutat «; avand

Gasim

f(=2)-9'(=2) 4-(=4) 8

Tt (—2)g(-2) 1+4-(-4) 15

ﬁ .
Panta dreptei tangente in punctul B (2,4) la graficul lui f este f’ (2) = —4, iar panta dreptei tangente
in acelagi punct la graficul lui g este ¢’ (2) = 4. Din

_F@-g@ _ (-
LT/ @g@ 1+ (4)

. ( 8
obtinem « = arctg [ —

415

4

tgo (
15)°
e) Rezolvand sistemul

{y:x3 @{ﬁ 1 {(xl)(x4+x3+x2+x+1)—0 @{le
3 <
)

obtinem [ = arctg (8

gasim ca cele doud curbe au un singur punct comun A (1,1). Notdm cu « unghiul cerut. Avem

_FU-g() _ 3-(=2) _
BT WM 1432 "

deci a = arctg (—1) = —%.

f) Explicitdm modulul in vecindtatea punctului 2y = 1. Obtinem

@) —x3 4+, dacd z € (0,1) (@) = —32% + 1, dacd z € (0,1)
T 23— 2, dacix € (1,+00) ° T 32?2 -1, daci x € (1,+00).

Avem X
’ o w1 SR A ’
3
_ — -0
é(l):hmf() f(l)—lim(x x) =2
z—1 x—1 z—1 r—1
x>1 x>1
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Semidreapta tangenta graficului in punctul (1, f(1)) = (1,0), la stdnga acestui punct, are panta (coefi-
cientul unghiular) f! (1) si ecuatia

y—f()=fr(1)-(z—1), adicAy = —2(z — 1), unde = < 1.

S

Semidreapta tangentd graficului in punctul (1, f (1)) = (1,0), la dreapta acestui punct, are panta (coefi-
cientul unghiular) f} (1) si ecuatia

y—f(1)=f;1) - (x—1) adicAy =2 (z — 1), unde = > 1.

4 4
Privind unghiul « format de aceste doua semidrepte avem tga = 3 si deducem a = arctg ( 3) .

6.2.32 a) Inegalitatea se scrie

1, 1. 1 1.
e*x71+x75x2+6x37ﬂx4+ﬁox">O,Va:€(0,+oo).

Studiem functia f : [0, +00) — R,

1 1 1 1
— 1 2 3 4 5.
f (3;‘) e — +$—*2.’L‘ +76$ —;41’ +71203?

Functia f este ori de céte ori derivabila. Avem
f/(O) =0 1,.2 1,..3 1.4 ¢/
§//((mx>):_;f;w +11+_;L‘$ +1 z‘g +_1 g.gj f—i—/ (2%)1;_75 (0) =0
2 6% >
(£) =~ +1—a + ha2, ) (0) = 0
fO (2)=e =1+, fD(0)=0
(x) == +1,f®(0)=0
fO (2) = e, f© (0) =1
Succesiv rezulta datele pentru urmaétorul tabel:

T 0 ~+00
fO@y=e® 1 +4++
[P 0
O (z) 0 +++
f@ () o 7
@ (2) 0 +++
F& (x) o/
f® (z) 0 +++
[ (@ o 7
I (x) 0 +++
[ (@) o/
f(z) 0 +++

Citind din tabel semnul lui f’ (z) rezultd c& f este strict crescitoare pe [0,+00) si cum f(0) = 0
deducem ci f (z) > 0,Vz € (0,+00) adicd inegalitatea cerutd. b) Aratam cd f'(z) > 0,Vx € (0,+00).
De aici rezulta ca f este strict crescatoare pe (0, +00). Avem

o= () -2 b2

Deoarece (1 + %)m > 0,Vz € (0,+00) rdméane si aratdm ca

1 1 1
u(x)m+1+ln(l+x) :fm_’_l+ln(x+1)flnx>O,Vx€(O,Jroo).
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Din 1 11 1
o (@) = o T o vee (0,400),
(x+1) z+1 2 g(x+1)

rezultd cd u este strict descrescitoare pe (0, +00), si tindnd cont de

limu (2) = Iy (—

x>0

1 1
+1n(x—|—1)—lnm>:—|—oo, lim u(x)= lim (_x+1+lnx+ ):0,

T—+00 Tr—+00

r+1

rezultd ca u (z) > 0 ,Vz € (0,400).
Ardtdm ca ¢’ (z) < 0,Vz € (0, +00) de unde rezulta ci g este strict descrescitoare pe (0, +00) . Avem

o= ((+3)) () ()

1 G A aia
)I+ > 0,Vz € (0,400) rdméne sa ardtam ca

Deoarece (1 —&—%
1 1 1
v(x)z—;—kln 1—1—; :—§+1n(x+1)—lnz<O,Vx€(0,+oo).

Din . L .
"NZ)= — 4+ —— — =~ 5V 0
V(@)= S5t oS ISR V€ (0, +00)

rezultd ca v este strict crescitoare pe (0,+00), si tindnd cont de

71+:c1n:c
x

x—0 z—0 xz—0

x>0 x>0 x>0

limv (z) = lim (1 +ln(x+1) lnx) = lim +1In(z+ 1)) = —00,
x

lim v(x) = lim <—1+lnx+1> =0+In1=0
T—+00 r—+00 xT xT
rezultd cd v (z) < 0 ,Vx € (0,+00) .

6.2.33 Deoarece f este functie periodica cu perioada T = 27, vom studia functia pe intervalul
[0,27). Punctele de extrem local ale unei functii f se afli printre punctele sale stationare. Din acest
motiv determindm punctele stationare ale functiei date. Avem [’ (z) = —2sinz + sin2z, f' (z) = 0 &
—2sinz +sin2zx = 0 & —2sinz + 2sinazcosz = 0 < sinx (-1 +cosz) = 0 < sinx = 0 sau cosx = 1.
Din sinz = 0,2 € [0,27) obtinem z = 0 sau & = w. Din cosz = 1,z € [0,27) obtinem z = 0. Asgadar
in intervalul [0,27) functia f are doud puncte stationare z; = 0 si 2 = 7. Studiem pe rand cele doud
puncte.

Privind z; = 0 avem: f”(z) = —2cosx + 2cos2z, f”(0) = 0; f® (z) = 2sina — 4sin 2z,
@) (0) = 0; f® (z) = 2cosz—8cos 2z, f*) (0) = —6. Din £/ (0) = 0, f” (0) = 0, £ (0) = 0, £ (0) # 0,
numirul de derivari n = 4 fiind numar par si f (0) < 0 deducem ci in 2; = 0 functia f are maxim
local.

Privind zo = 7 avem: f'(7) = 0, f” (7) = 4 # 0, numarul de derivari n = 2 fiind numéar par si
f" (m) > 0 deducem ca in x5 = 7 functia f are minim local.

In final, tinand cont ca functia f este periodica cu T = 2, obtinem ca toate punctele x = xy + kT =
0+ k- 27 = 2k7 sunt puncte de maxim local gi toate punctele © = 2o+ kT =7+ k- 27 = (2k + 1) 7 sunt
puncte de minim local ale functiei f, unde k € Z.

2 2,2 2 2,2
6.2.34 Avem [’ (z) = ——=h3ze """ [ (z) = —=h3e """ (2h%z* —1) ,Vz € R.
VT N
1 L Avem £ (2) > 0,V e( 1)u
——, oy = ——. Avem [” (z Vr e | —00, ———
V2h' Tt T Rk V2h

1 1
———, —— | . Rezulta ca functia f este convexa pe intervalul
V2h ﬂh) tia f P

11
V2R V2R

Functia f” (z) se anuleazd pentru z; = —

1
<\/§h,+oo>, respectiv [ (z) < 0,Vz € (

1
00, ———
V2h

1
, este concava pe intervalul ] si este convexa pe intervalul {, +oo> .

V2h
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1
Din faptul ca functia f este continua in x; = fﬁ, are derivata in xy, f este convexa pe
< 1 } i a [ L L ] Ita ca L t t de inflexi 1
—00,————| si concavd pe |————,——|, rezultd cd xr1y = ———— este un punct de inflexiune a
T Van) B S VTRV TS P

1
V2h
1 1
convexa pe | ——,+oo |, deci x50 = —— este un punct de inflexiune al lui f.
P [ Jon ) 2= 75n p f

functiei; similar, f este continua in xo =

1 1 .
R S U
V2h \/ih} k

, are derivatd in xo, f este concava pe [

6.2.35 a) Consideram un polinom @ de grad k > 2, cu coeficienti reali, avand ca radacini numere
reale distincte si aratdm ca radacinile polinomului Q' sunt de asemnea reale si distincte.

Notdm z1 < 23 < ... < z radacinile lui Q. Avem Q (1) = 0,Q (22) = 0,...,Q (zx) = 0. Aplicdm
teorema lui Rolle functiei @ pe fiecare interval [r;,z;41] cu i € {1,2,...,k — 1}. Functia polinomiala
@ este continud pe intervalul [z;,z;11], este derivabila pe (x;,x;41), @ (z;) = Q (zi+1), deci, pe baza
teoremel, exista ¢; € (z;, ;1) cu proprietatea @' (¢;) = 0. Cele k—1 numere reale ¢y, ¢a, . . ., cx_1 obtinute
sunt distincte dupa cum rezulta din z1 < ¢ < 23 < 2 <23 < ... < Xp_1 < cp—1 < T §i sunt radacini
ale lui @’. Deoarece @’ este polinom de grad k& — 1, conform teoremei fundamentale a algebrei, Q' are
un total de k — 1 radacini in multimea numerelor complexe. Agadar toate rad&cinile lui Q" sunt numere
reale si distincte.

Mai departe rationam inductiv asupra polinomului P din enunt, aplicand succesiv rezulatul demon-
strat mai sus. Polinomul P are radacinile reale i distincte = P’ are radacinile reale si distincte = P”
are radacinile reale si distincte = ... = P("~3) are ridacinile reale si distincte = P(®~2) are radicinile
reale si distincte. Derivata P("~1) este polinom de gradul 1, deci are o singurd riadicing, care evident
este numar real.

b) Aplicim teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [a,c]. Rezultad ca existd dy € (a,c) astfel

incat
f(ciii(a) :f/(d1)~

Aplicadm teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [c, b] . Rezulta ca existd da € (c,b) astfel incat

f) = f(c)

e ().

Deducem ca
(f () = f(a)) (f (b) = f(c))
(c—a)(b—rc)

fd) - f'(d2) = <0.
Cum f’ are proprietatea lui Darboux pe intervalul [d1, ds], din inegalitatea f’ (d1) - f' (d2) < 0 rezulta ca
existd d € (dy,ds) astfel incat f' (d) = 0. In mod evident d € (a,b) are loc.

6.2.36 a) Functia f : I — I este contractie daci exista A € [0,1), numit coeficient de contractie,
astfel incat

|f(z1) = f (22)] < Aoy — @o| ,Vay, @2 € I
Fie x1,x9 € I arbitrare, 7 < 9. Functia f fiind derivabild pe I, indeplineste conditiile teoremei lui
Lagrange pe intervalul [x1,z2], adicd f este continud pe [z1, 23] si este derivabild pe (z1,z3). Con-

Hle) = Flza) (xxlf —TR) i) in ’f (x;i:icZ(xQ) SUAGIE:

— Iy

form teoremei exista £ € (1, x2) asfel incat

£ (6)] < M, deducem ‘f(x)f(x)
1 — T2

Deci functia f este contractie cu coeficientul de contractie A = M.
b) Functia f este derivabila pe R. Deoarece functia f’ (x) = a-arctgz, Vo € R este continud, arctge €

<M si|f (z1) — f(x2)] < M |z1 — x2|. Prin ipoteza M € [0, 1).

(fi,ﬁ) Ve € Rgi lim arctge = fz, lim arctge = Z, deducem ca sup {|f’ (z)||z € R} = |a| §.
2°92 T——00 2" x—+o0 2
Evident

' @) < sup{|f' @)l|le € R} = || 7, Vo R
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Determindm a € R astfel incat sup {|f’ (z)||x € R} = |q] g < 1; atunci din |/ (2)| < |a| g <1,Vz eR,

utilizand a), rezulta ca functia f este contractie avand coeficientul de contractie

A= sup{|f' (@)l € B} = a| 5.

2 2
Obtinem a € (—, ) .
T
6.2.37 i) Formula de aproximare este
/ 0 " 0 " 0 (4) 0
1! 2! 3! 4!
cu eroarea )
5
F@)~Taw) = By () = T80,
unde £ este un numar cuprins intre 0 si x.
a) Pentru f (z) = tgx avem f (0) = 0;
1 2sinz
! — ! O :1’ " — , " 0 :0,
P10 = o /O )= S 11O
24 4sin“x 16sinx + 8sin” x
" _ ) = 2: (4) — (4) 0) = 0:
7 (o) = 2EISE ) = o FO (@) = IOSEEBSL s () — g,
6 (2) = 16 + 88 sin’ i + 16 sin* z
cos x
~0 1 2, 2 35,0 4 deci tox ~ L 3
fz)= Jrﬂerﬁz Jrgj +Ix 74eCl gx~x+§x ,
16 + 88ssi 16si
eroarea Ry (z) = + 18;3 (f)s—gg S £x5, ¢ situat intre 0 i .
b) Pentru f () = a” avem f (0) = 1;
f(z)=a"Ina, ' (0) =Ing; " (z) = a”In*a, f"(0) = Ina;
" (z) = a®*In*a, f(0) =In’q; @ (z) = a*In*a, P (0) = In*a;
O (z) = a® In° g
1 In® In’a , In' In” In® In*
flx)y=1+ %x +§ n25!ax2 + n3!a$3 + n4!ax4, deci a®* = 1+1Ina-z+ n2 2 n6ax3 + 24ax4,
1
eroarea Ry (r) = a4 1;0 @25, ¢ situat intre 0 si .
1 1
¢) Pentru functia f : (—a,a) = R, f(z) = avem f (0) = —;
a—x a
1 1 2 2
() = Cf(0) = —; "(x) = 7 (0) = =
[ (z) (a_m)gf() e f" (@) (a_x):;f() 3
6 6 24 24
m(e) = ,///027; (4)352 ’ (4)0:7;
f" () (aix)élf() " [ () (a7)5f() P
120
fO () = 6’
(a —x)
1 2 6 24
~ 1., a a3 o, a* 3 ad a4 : 1 1. 1 L o 1 3 4
f(x)Ng‘FTw‘F?x +§l’ +Z:B,deC1 a—x~a+a2 +f3x +EQE +af5$,
eroarea Ry (r) = ) 2%, € situat intre 0 si .
a4 —

d) Avem f(0) = (g

)

f/(m):;a( 1 +1x>’fl<0):12; f//(x):;a(_ Lo, ),f”(O):o;

a—+x a a

o= % ((afac)3 i (a—2w)3>7 o= 34;
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1 6
@ ( _ , M (0) = 0;
f 2a< (a+xz)* a—x)4> 720
£ (z) = 12 L ).
a \ (a+x)° a—x)5
1
a2 0 0 1 a+x 1 1
~ at Y o2, at Y 4 L ~ o T .3
flx)=0+ T + 3'x + 0% deci 2alna—z~a2x+3a4x7

1 1 1
eroarea Ry () = Toa ((a P + @ 5)5> x®, € situat intre 0 si .

e) Avem f(0) =

l / 1 l—l 1 l—n 1 1
f’(a:):((a"—x)n) LT LR Tl S S S

n n n a1
) 1-2n ) )
n— n—
="t o=
1-3
" (n — 1) (2n — 1) n ! " (n — 1) (271 — 1) 1
o) =B T 0 = R
1—4n
FO () = — (n—1) (2717;1 1)(Bn—1) (" — x)in () = — (n—1) (2717;1 1)(Bn—1) _ a4i_1;
1—-5n
£ (2) = (n—1)(2n— 1)n(53n—1)(4n—1) @ -2 1
. N 1 n—1 n=1)(2n—-1) (n=1)2n—-1)(8n—-1)
var—ao=a— nanqx - 2n2a2n71$2 a 6n3g3n—1 @’ _1 - 24nAgin—1 wt,
—5n
eroarea Ry () = — (n=1)(n— géiz —Hn—1) (a" —¢&) n o 2P, € situat intre 0 si 2.
ii) Formula de aproximare este
R R A A L 10
@ '
cu eroarea f (x) — T3 (x) = Rz (z) = ! 4'(5) (z — z0)", unde € este un numér cuprins intre zg si .
a) Avem .
)~ f @)+ 2 @y T o B g
_ W 4 ) o . .
cu eroarea Rs (x) = ST (z —2)", unde & este un numar cuprins intre 2 gi x. Se obtine
1 / —_i / __1. " _3 " _1. " __E " __é,
) =5 10 == 1 O =5 /0 =5 @)= 35 170 = £ ()=
f(4) (z) = w5
~ 1 i ) i 9 ;% 23d'l~1 1 ) 1 2)2 1 2)3
f@)m it a2t 2P -2 deci tn L T2 b2 (e 2)
cu eroarea R (x) = & (z —2)*, unde ¢ este un numar cuprins intre 2 i .
b) Avem
L R R A AL I

cu eroarea Rs (x) = T (x — 1)4 , unde £ este un numar cuprins intre 1 gi . Se obtine
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f)y=1'=1; f/(2) =22+ 2 lnz =2 (Inz+1), /(1) =1; f" (@) =2" (Inz + 1)* + 27,
() =2; f"(x) =2z + 32" In®z + 32" 'Inx + 32° Inz 4 32" 4+ 2% — 272, f7 (1) = 3;
£ () =

2@ It r+42 10 2+ 62 In? 2+42% Inx+2% +62* 1 In® 2+122° L lnz+ 6271 — 222 — 422 In x4 223

3 : 1 .
(x—1)2+§(x—1)3, deciz® =14+ @z —D+@—-172+=(x—1)>,

f(x)zl+%(x—l)+2 9

2!

4)
cu eroarea Rs (x) = ! 24(5) (z —1)*, unde ¢ este un numar cuprins intre 1 i .
6.2.38 a) Polinomul MacLaurin de ordinul 3 pentru functia f (z) = sinx este
_ f1O) 70 o [0 5 1
T3 (z) = f(0) + T TR STt A A
Eroarea aproximarii f (x) =~ T3 (z) se reprezinta
4)
F@) =Ty () = Ry (o) = T,

né ,

. sl
3 eroarea se reprezinta < ¢ eu

A . . . . 1
unde £ este un numar intre 0 si x, deci la aproximarea sinz ~ x — 6:1:

un numar £ cuprins intre 0 si z.
Avem de determinat a > 0 astfel incat |f (x) — T3 (z)] < 0.01,Vzx € [—a, al, adica

Slzrfx‘l <0,01,Vz € [—a,d].
sin § et _ |l j*
Din Wm4 = [sin ] oL < H,Vx € R, tinand cont de or <0,0l&zxe [—{*/O7 24, /0, 24] deducem

ca numarul a = /0,24 corespunde cerintei.
1
b) Utilizand a) o aproximare este sin (0,6) ~ 0,6 6 (0,6)%, adicd sin (0,6) ~ 0,564. Deoarece
z=0,6¢€ [— V0,24, /0, 24] , privind eroarea aproximarii are loc
|sin (0,6) — 0,564 < 0,01.

Functii integrabile Riemann si primitive

6.2.39 a) Daci scriem termenul general a, sub forma

1 1 1 1 n 1 - 1
p = — - = —
1 2 n-
[l IR R 14—
n n n n
1
observam ci termenii din parantezd reprezintd valorile functiei f(z) = 152 f:0,1] — R, calculata in

x

punctele intermediare ale diviziunii

a=(o

S|

. . A 1 v oi+1] .
intervalului [0, 1], respectiv in punctele {; = — € {, ], i=1,2,..,n, & = {&,8&,...,&}, 1 =
n non
i 1
& =—,1=1,2,....,n, zg = 0. Factorul — din fata sumei este chiar norma acestei diviziuni cu puncte
n

. .n
echidistante

xifxi_lzu(A):EHO,nHoo.
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Deci a,, se poate scrie ca o suma Riemann

a0 =0 (f,A,6) = Zf& ri — x11)=Zif(i),nzl.

Cum f este integrabila, fiind continua, deducem ca

1
nh_{r;oa"_ hm o(f,A€) = ; 1+xx:ln(1+aj)0:1n2.
7 7 4
b) Avem a, = — >, <> ,n > 1gie clar c& suma reprezintda o suma Riemann pentru functia
—1\n

f(z) =2 f:[0,1] — R, relativ la diviziunea A = (zg, 21, T2, ..., ¥,) € Div[0,1], cu zg = 0,

1 n
Tl = —, T2 = —5..o, 5 = — ooy p = — = 17
n n n n
echidistante si cu sistemul de puncte intermediare
i 1 e
E={&,%, .., &} & =a = ﬁ,z =1,2,...n, x; —T;_1 = =V (A) = norma diviziunii
Deci

i=1

deoarece f (z) = 2* este continui, deci integrabild Riemann.
¢) Se procedeazi analog si se obtine

1
nlirréoanf hm o(f,A€), unde f:[(),l]HIR,f(:v):1_’_362
Deci
1y 1
lim a, = / dx = arctgx| = —
n— oo 0 1 + Jj2 0
d)
I 1
lim an:/ sinxdr = —cosz| =2.
e)
I /1 1 d ) x’1 0
im a, = ———dx = arcsin —| = —.
n—00 V4 — 2?2 2lo 6
12 1
f) Scriem sirul sub forma a, = — Y, — n=>1 Consideram functia f : [0,1] — R,
nizig aa
) non
fz)= 112 diviziunea

si punctele intermediare

Deci
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astfel ca

b
lim a, = / dr = In2.
n—o00 o 1+

Analog se trateaza exemplele g) gi h). Pentru g) avem

1 — 1 1 — 1
=—) ==y —— . >1.
=1 y/ny 54 2— =1y /54 2—
n n

1 1 2 n
Se considera functia f : [0, 1] —» R, f (x) = ———, continud pe [0, 1] si diviziunea A = [ 0, —, —, ..., —
tiaf: [0, 1] = R, £ () = T bel0,1]5 (02 2)
1 1 1 2
cuv(A) =max(z; —x;—1) =max — = — — 0. Deci a, = o (f,A,§) cu&{,,...,n} si
n n n'n n

=V7- V5.

0

SV

lim a, =

/1« :
—_dx
n—r00 o V572

6.2.40 a) Pentru n < z < n+ 1, avem

1 1
0< < ,
V1i+a22 = V1+n?

n+1 n+1

O</ dz < 1 /d 1
T = —F/—,
- V1422 7 V1+n2 V1+n2

adica )
0<a, <

T T Vi+n?

Cu teorema clegtelui se obtine lim a, = 0.

n—oo

1 1
b)Pentruogxg1,avem§<1§a:+1§2,atunci +1<1’§i
T

1 1
n 1
0§/ x dzﬁ/x"dx:
1+ n+1
0 0

Cu teorema clegtelui, rezulta ca lim a, = 0.

n—oo

6.2.41 Din inegalitatea |f(z)| < M, Vz € [0,1], avem

0 < |an| =

1 1 M
S/ m"|f(x)|dx§M/ a"dr = .
0 0 n+1

/01 " f(x)dx

Asadar

lim |a,] =0 s lim a, =0.
n—oo n—oo

6.2.42 Daca f e crescatoare, atunci

fla) < f(z) < f(b), Vz€la,b].

Integrand inegalitatea de mai sus, membru cu membru pe intervalul [a, b], obtinem

/ab f(a)dx < /ab fz)dx < /ab f(b)dz,
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b
b= f@< [ fa)ds < (b-a) )

adic# chiar inegalitatea ceruti. In cazurile particulare, se calculeazi f'(z) si se aratd ci f/(x) > 0.
6.2.43 a) Explicitam functia f cu ajutorul semnului diferentei

2
Din faptul ca
—4 4422244 1
Fla)= —2 1= 2 X2 FWFL g velo,
@+ 1) (@ + 1)

rezultd F este strict descrescatoare pe [0,2] si F'(1) = 0. Din tabelul de variatie

T 0 1 2
F'(x) | — - == -
Fx) [ FO) [\ [0 [\ ] F@2)
2
rezultd cd pentru x € [0,1], F(z) > 0, deci f(z) = z, iar pentru x € [1,2], F(z) <0, deci f(z) = poRE

1
Pe [0,1], f e integrabild Riemann si [, f(z)de = [ azdzx = 5- Pe (1,2], f diferité de functia fi(x) =
2

poaE f1:]1,2] — R doar in punctul = 1 gi atunci f e integrabild si
z

2 2 2 9 2 -
z)dr = x)dx = ———dx = 2arctgx| = 2arctg2 — —
/1f() /1f1() /1x2+1 82| 82— 3
Deducem ca

2
1
/ f(z)dx = = + 2arctg2 — T
o 2 2

b) Explicitam functia ¢ si obtinem

Functiile
g1 [07 ]-] - R? gl(x) =z,
g2 : [172]_)Ra gg(m):ac—l,

sunt continue si deci integrabile pe intervalele de definitie. Aceste functii difera de restrictiile lui g: g (0,1,

5
g|[1,2) In cate un punct, iar pe {2, 2] functia g e continué, deci integrabila. Cu teorema 5.2.17 avem ca

5
g e integrabila pe [O, 2} $i avem

/05/29($)d$=/0191(x)da:+/1292(m)dx+/25/2g(x)dx:

1 1 5/2
:/xdac—i—/ (m—l)d:}:—f—/ (x—2)dx =
0 1 2
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x21 22 2 2
= —| +|=—2 + — 2z
2, 2

x
1 2
c) Se considers functia hy : [0,1] — R, hy () = 22, Vz € [0,1] care e continui, deci integrabild
Riemann pe [0,1] si

1

1
x 1
hy (z)de = —| ==,
/1(‘”)96 3 3
0 0

w

Insi conform Teoremei 5.2.17, deoarece functia h diferd de functia hy intr-un numér finit de puncte

111
{ } , deducem ca si h este integrabild Riemann si

27374
1 1 .
/h(x)dx:/hl (x)dx = 3
0 0

6.2.44 a) Se constatd cd f e continud in x = 0, deci pe R gi atunci f admite primitive. Primitivele sale

vor avea forma, A

x
_f [a3dz, z<0 _ - +C, <0
flw) = Jadz, x>0

%"—01, x>0

Constantele C' gi Cy se determina din conditia ca F' sa fie continua in x = 0. Deci
.1:4 sz

z—0

Deducem ca C; = C si atunci primitivele lui f vor fi:

1,4
—4+C, <0
Fz)={ 4 ,C €R.
X
?“FC, z >0

In mod analog se trateazi exemplele b), ¢), d).
6.2.45 1. a) Daca f ar admite primitive sd presupunem cd F': R — R este o primitiva. Atunci F' este
derivabild in x = 0 si F'(0) = f(0) = 0. Insa

F!(0) = limM = lim

—-0)F
i 5 L u unde 0 < ¢ < x.(cu teorema lui Lagrange)
- z— - T

Acum se deduce
F.(0) = 1irr(1)F’ (¢) = 1irr(1)f(c) = lim 0 = 0.

De asemenea

/!
F}(0) = lim w0 _ lim f (¢) = lim 1o +00, unde 0<c¢< z.
0 xT c\.0 c—0 ¢C
Deci F' nu e derivabila in x = 0, astfel cd F' nu poate fi o primitiva a lui f.
b) Vom arita c& f nu are proprietatea lui Darboux. Pentru aceasta e suficient s aratam ca f nu
transforma un interval tot intr-un interval.
Fie I = [2,3] C R si s& observam ca

F)=f(2,3) = f([2,3]n QU f([2,3] N[R\Q]).

Insi f(2) =2, f(3) =3, si atunci f(I) = ([2,3]NQ)U A, unde A C ]4,9[. Este deci evident ci multimea
f (I) nu este un interval si atunci f nu are proprietatea lui Darboux, deci nu admite primitive.
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¢) Daca f ar admite primitive, o primitivd a sa ar avea forma

Cl, Z‘SO
F = 1
(@) xsin;+02, x>0

Din continuitatea lui F' in = 0 rezulta ca C; = Cy = C. Se poate lua C' = 0 si atunci

0, <0
F(x):{ 1

xsin —, x>0
x

trebuie s fie o primitiva a lui f, deci F'(x) = f(x) pentru orice x € R. S& cercetdm daca F' (0) =
f(0) = a. Avem

1
F - F Zsin — 1
F1(0) = lim 2B =FO) T _ lim sin -,
N0 x—0 x—0 €T z—0 x

limita care se stie ca nu exista. Deci F' nu e derivabild in x = 0, deci nu poate fi primitiva a lui f.

d) Se trateaza analog cu exercitiul b), de exemplu se aratd ca intervalul I = [1,2] nu are ca imagine
f(I) tot un interval.

e) Pentru < 0 putem scrie

!
+ 1 + 1 T
rarctg— | = arctg— — ——,
gx ga: 1+ 22

iar de aici . L1
/arctgfd:c = zarctg— + 5 In (1 + x2) + C.
T x

Sa presupunem ca f admite primitive. Atunci o primitiva I’ ar avea forma

1 1
F(x) = zarctg§ + iln (1 —|—x2) +C, <0
x4+ Cq, z > 0.

Din continuitatea lui F rezulta ca C; = C.
Sa studiem acum derivabilitatea lui F'in z = 0

1 1
rarctg— + iln (1 +x2) +C-C
x

1 In (1+ a2
F! = lim :limarctgf—i—f-limM:—E—i—O:—z;
z,/0 T z /0 T 2 20 T 2 2
F(x) - F(0 c-C
Fl— i Z@ ZFO) 2 — lim 1= 1.
0 rz—0 0 x z—0

Deci F!(0) # F(0), adicd F nu e derivabild in 0 si astfel F' nu poate fi primitiva a lui f.

g) Functia .
sinz
flz) = { P z#0
-1, x=0

difera de functia continua
sinx

, +#0

g:R—R, gz) =
b l‘:()?

1

intr-un singur punct x = 0.
Daca f ar admite primitive atunci si f — g ar admite, ceea ce este fals, caci

U-a@=r@-g@={ % "7
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nu are proprietatea lui Darboux.
0, z=0

1
zln—, >0’
x

h) Functia datd difera de functia continua g : |0, +o0o[ — R, g (z) = {

doar In punctul x = 0. Daca f ar admite primitive, atunci si f — g ar admite. Ins&

U-a@=r@-s@={y 30

si aceasta functie nu are proprietatea lui Darboux, deci nu admite primitive.
2) a) Explicitam functia f si obtinem

", x€[0,1]
f(x):{ 1,  zell, 4o

Functia f e continua, deci admite primitive.
b) Avem
(1, =ze]0,1]
f(a:)—{ z",  x €]l,+o0f
Cum f e continua avem ca f admite primitive.

¢) Se considera functia g : R — R

zntl 1
g(z) = - cosx—n, r#0,neN

0, T =

Functia g este derivabila pe R, caci

_ n 1
g (0) = lim 9@ =90 _ lim 2 cos — =0,
z—0 xr — z—0 n xn

i inca

1 1 1
nt cos— +sin—, x#0
n ™ ™
0, =0
1 1 1
. nt cos—, x#0 —, z#0
= n xn —+ nn
0, z=0 0, z=0
= H(z)+ f(z),

unde functia H : R — R este o functie continud. Atunci f = ¢’ — H si deci f admite primitive (ca
diferentd a doud functii care admit primitive).
d) Se trateaza analog, considerand functia derivabila g : R — R

xn-&-l ) 1
g(z): n smz—n, .’I}#O,’I’LEN

0, z=0

e) Se aratd cd f este continud.
6.2.46 In toate cazurile se foloseste integrarea prin parti. Sa rezolvam efectiv cateva dintre exemplele
propuse:

b)

1
/ln2xdx:/z/ln2xdx:xln2x—/x~21nxofdx:xln2x72/m'lnscdz
T

:xanx—2xlnx+2/d:rz:ranx—2:rlnx+2x+C.
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d)
3x 1 3x ' 1 3x 1 3z _:
I= [ e*cos2edr = ge cos2xdac=§e cos2x+§2 e”® sin 2xdx
1 2 1 ! 1 2 4
= ge?“ cos 2z + 5/ (363:”) sin 2zdx = 56336 sin 2z + 56395 sin 2z — 9 /63"” cos 2zdzx.
Deci

4 1 2 13 1 2
I+ 5[ =¥ (3cos?x+ gsin2x> = 5] =¥ (3 cos 2z + gsin2x) ,

1
I = —¢e% (3cos 2z + 2sin2x) + C.

13
f)
, 1
arctgrdr = r'arctg r dx = zarctgr — [ x——dr =
1+z
1 [ (1+2%) 1
= rarctgx — 3 / (1+Iz)dx = rarctgr — 3 In (1 + xQ) +C.
h)

/mdx f%dm:/x(ﬁ gz — 9 /ﬁ

= x\/:z:2—9—/\/x2—9d:c—9ln’x—|—\/x2—9’.

Rezolvand aceastd ecuatie in raport cu [ Va2 — 9dz gisim

/\/x2—9daj:%x\/m2—9—§1n(m+\/x2—9) + C,z €]3, 40|

" !
= dr= [ 2! 2+2)d
[ Gmgte= [ (V)
2
2
1 x2+2_(n_1)/:c”*2 x2+2=x”*1\/x27+—(n—1)/$"72%dx
x
" 22422 (n—1) /\/; (”_1)/\/%
x
B )20 ) T

Rezolvand in raport cu I,,, obtinem

1 2(n—1
I,=—a"" "2 +2— MIR_Q, n > 2.
n n

Pentru n = 2
1 1 1
I, = —avV224+2—1)=-xv22 — [ —d
2 233 x4 + 0 21’ e + /\/m X
1
I, = §x\/x2+271n(az+ x2+2)+0.
Pentru n =3

1 ~—— 4
13 = §$2 $2+2—§Il,

2+ 2,

/Ld%
vz +2

1 4
I; = §x2\/x2+2—§\/x2+2+0
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6.2.47 a) Cu schimbarea de variabila cosz = ¢, avem

” —dt
/ Thoo?s 0 = / 1oz = —awetgt + C = —arctg (cosz) + C

b) Cu schimbarea de variabila arctg x = ¢, 5dr = dit, avem

1
142
arctg®z 5 t6 1 6
/ T4 a2 dx:/t dtZE—l—C:garctg xz+C.

c¢) Cu schimbarea de variabild 23 = t, 32%dr = dt avem

1
.T/'2 gdt 1 1 3
/mdw = / roar garctgt—&— C= garctg (ac ) +C.

g) Cu schimbarea de variabila 2% = ¢, 2z In 2dx = dt avem
27 1 dt 1 t—1
dr = — = 1 C=
/490*135 ln2/t271 2ln2n<t+1>+
1 2% —1
h) Cu schimbarea de variabild 22 + 2z = t, 2 (z + 1) dor = dt obtinem

/(x +1) Va2 + 2zdx

Il
DO =
i
QL
~
Il
NN
~
[N
QL
~
Il
N
wies| T

1 1
= V0= (22 4 2z)° + C.
1) Cu schimbarea de variabild e™® = t, —e~*dz = dt avem

! d / di arcsi (*‘”)JrC
—dr = — | ——— = —arcsin (e .
eTV1—e 2 V1—1t¢2

. I . .z
m) Cu schimbarea de variabila x = 4sint, de = 4 cosdt, ¢ = arcsin — avem

/\/16—x2dm /,/16 (1 —sin®t) -4dcosdt = 16/cos2tdt:

1 2t 1
- 16/+C2()Sdt:8<t+25m2t>+0=

T

x
= 8(t+sintcost C:8( in =
(t + sintcost) + arcsm4—|— 16

n) Cu schimbarea de variabila x + 1 =15, t = /x + 1, dr = 6t°dt avem

/ 1 G — /6t5dt_ /t3—1+1
Ve+1l—3z+1 N 3 —¢2 t—1

3 2
= 6<3+2+t+ln(t—1))

= C2Y(z+1)+3Va+1+6Vr+1+6In(Va+1-1)+C.

16 —a:2) fC.

dt

p) Cu schimbarea de variabila x =

S

1
, dr = ——=dt avem
t2

/ dx
zV3x2 — 22 —1

L+

1 = 1
+ C = — arcsin <“’—2i_> + C = — arcsin <x+ )+C.

— arcsin

2x
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r) Putem scrie

dx
1

— 21 + 2
1 21‘ T

Ll

_ / dx :
)

Facem schimbarea de variabila % —x = %cost, dx = ésint dt, t = arccos (1 — 2z),

1 sin ¢ dt int
sz/—bm = —S?n dt =t + C = arccos (1 — 2z) + C.
2 1 2 int
1 7%
1
s) Avand in vedere ca (tgm)/ =z C convenabil sa facem substitutia tgx = t, cosx = 7
In (cos ) 1 1 9 1/
———dr = |1 dt=—= [In(1+*)dt=—= [ tIn(1+¢*)dt
/ cos? v /n<,/1+t2) 2/11( + ) 2 n( + )
1 1 2t
= ——tln(1+?)+= [t——=dt
gtin(1+ )+2/ 11

1 ?4+1-1 1
= 7§tln(1+t2)+/;_Tdt:7§tln(l+t2)+t7arctgt+C

1
= t¢tln +t—arctgt +C
(\/1+t2> &

= tgxln(cosz)+tgx —x+ C.
t) Facem schimbarea de variabild 2% = u, 2zdz = du

/xe$2(ﬂc2+1)d$ %/e“(u—&—l)du:%/(e“)/(u—i—l)du

1 1 1 1
fe“(u—l—l)—§/e“du:§e“(u—|—l)—§e“+0

2
1 1
= iue“ +C = 59626’”2 + C.
6.2.48 a) Descompunem in fractii simple
A B
f(z) = + =A(z+1)+BR2zx+1), r=(A+2B)z+ A+ B.

o+l x4l T

Constantele A gi B se obtin din sistemul

A+2B=1, A+B=0=A=-1, B=1.

Rezulta
T 1 1
/(2x+1)(m+1)d$ - /_2x+1dx+/x+ldx
1 z+1
= ——In(2z+1)+1 1 =In— +C.
2n(x+ J+hn(z+1)+C nerc
b) Avem
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Se descompune in fractii simple si se continud ca su in exemplul a)

¢) Avem

r—4 _A+ B L C
z(z—1)7° = (z-1)

Se obtine A = —4, B= -3, C' =4, de unde
—4 d d d
/—3——?m:: —4/437t/——53+4/ v
x(x—1) T (x—1) z—1
3

—Alnr+ ——+4+4ln(z-1)+C= 5
z—1 T

r—1

20 +1 2x 1
L = [ g =
/a:2+5x /m2+5 x+/x2+5x

In (332 + 5) + arctg I

— +C.
V5

-1 -1 2= t—3
22 +4x+5 (x+2)"+1 =+ 1
t a1,

— /mdt_g/t2+1:§1n(t +1) — 3arctg t + C =

1
3 In (2% + 4z + 5) — 3arctg (z +2) + C.

V5

f) Avem
1 1 A Bz +C

x3+1:(x—|—1)(aj2—x+1)_Js—|—1+x2—x—|—1'

Prin identificare, se obtine sistemul
A+B=0,-A+B+C=0, A+C=1,

cu solutia

Atunci ) ) p ) 5 )
X Xr —
/ﬁ+1x 3/x+1 3/ﬁ7x+1 g(z+1)

1 -2 1 1 -2
—f/ gc dmzfln(x—l—l)—f/x—zdx.
3 1‘27211’4*14*% 3 3 1 3
274 4 rT=5) T3

1
Facem substitutia x — 5= t, rezulta

1
t+=—2
1 1 1 1 t
IZ*ln(m—i—l)—*/#dt:fln(x—l—l)—f/ dt+
3 3 2 3 3 3 5 3
+Z t-i-Z

6 4

|
N =
~
[\V]
S
~
w
Il

1 1 3 12 2t
—In(z+1)—=1In t2—|—>—|—arct—|—C:
gy —gin( 238

rx—1 4
+In +C.
T
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1 1 1 20 — 1
=ZIn(z+1)—In(22 -z +1) + —arct ( )—l—C.

@)= o = oyt o
ot 24202 +1 222 (g2 41)% — 222

B 1 __AetB  CatD
_(xQ—\/ix—Fl)(xQ—F\/ia:—i—l)_xz—\/ia:—i—l 224+V2x+1

Eliminand numitorii si identificand numaratorii se obtine sistemul liniar

A+C=0, (A-C)V24+B+D=0, A+C+(B-D)vV2=0, B+ D=1,

cu solutia

Atunci

d — etz vt2
I:/ 41: = 4 2 got [ -4 2 gy
zt 41 22 —2z+1 22 —V2zx+1

:J/ 2v =2 dx+1/ V2r 42 da
4 V2 1 4 V22 1

2

24z 24 9V% 2z
2x—|—4+2 e+ 2x—|—4+2

2

2

2, V<2
x+2

1 2z — 1 22 + 2
:_1/ v dx—l—z/ fx+2 dx.
EAN EAN
2 2
. o . 2 . .
La prima integrald punem z — — =t, iar la a doua = + 5 —us obtinem

V2 ﬂ(u—ﬂ>+2
d

V2It+ == -2
/ dv 1/ 2 dt+1/
4 - 1 A

2 t 1 1 d 1 d 2 1
By f/ TINEY SN WO
t2+§ t2 U2+§

+- \farctg(\ft)quln(u +

V2 a?+V2r+1 V2 V2
——lnﬁ—i——a tg(\/i:v—l)—i—farctg(\/ix—&-l)—ka
22

h) Functia f () = ————, 0 descompunem in fractii simple
(22 +9)

2>+ farctg(fu)JrC—

x? Az+B Czx+D

= + .
(z2+9)° (22497 2*+9

Din identificare se obtin A =0, B= -9, C =0, D =1. Rezulta

22 dxr dz
/72dx = 79/ 5 +/ 3 .
(2 +9) (2 +9) x4 +9
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dxr

W y atunci

Dacd notam I,, = [

.’L'Q
/(‘%.2_'_9)261‘%. = _912 + _[1

s 1 x . . . o S . .
Insa I; = garctgf, iar pentru a ajunge la Iy integram prin parti pe I;(in general pentru a obtine I,,,

integram prin parti pe I,,—1). Avem
dx 1 T —2z
L = —_— = ! dzx = — ——d
! /z2+9 /xz2+9x 249 /m(xQ—i-9)2 v

x 1 dx
42 [ ——dz - 18 | ————.
Zr9 /x2+9 v /(;U2+9)2

Rezulta
T 1 =z 11 T
18 = ———+2I — I Ih = ———— + ——arctg—.
R R LT E R TE R
In final
/ i d 1@ 1actx+1actz+6’
——dr = —-———— — —arctg— + —arctg— =
@21 97 22219 6 e33Ry
T 1 T
= ————— 4 —arctg-— +C.
22 +0) eretEg T
1) Avem
4 1
[ [ e [ )
(2 +4) (22 +4) (22 +4)
La prima integrald punem 2 + 4 = ¢, 2zdz = dt
/Ld _lgde 172 11 1
@+a 2] B 22 AP i@

Integrala a doua din (1) o notdm cu
d
e [
(x2 4+ 4)

dx . . .
5, e care o integram prin parti

(2 +4)
]7/37/ 1 dr — x /x—2(x2+4)2xdx
’ (@ +47 (a2 +4) (a2 + 4)°

2444 d
=%+4/x+ Sy = — " 2+4/79”2—1613.
(224 4) (22 +4) (z2 4+ 4) (224 4)

Vom considera si pe Ir = [

De aici se obtine

X X
160 = —~ 4 4L, — I, = 4 30
3 (,’172—‘,—4)2 2 2 (m2+4)2 2
1 T 3
I3 =— 9 (2)

— 4+ I
16 (22 + 4) + 16
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Acum pentru a obtine pe I, plecam de la I;

7 / dx 1 T /, 1 d
= —arctg— T ———dx
L 24 2008y T [ Tay
-2 24414
= %f/z xQdac: Qw +2/x—|— 2dx
x?+4 (2 +4) z?+4 (x2 +4)

Lﬂ/dix_g/dix
x? +4 x2+4 (22 +4)%

Atunci ) .
x x x
2 = +4)2 + 1y, sau Iy S22+ 4 163f0 g
Acum din (2), obtinem
I3 = L ° + 3w + iaurct =
STU6 (02447 12828 +4 ' 256 02
Revenind la relatia (1)
/LHCZQ: = - ! —&-1 ° +3L+iarct§+0
(2 + 4)? - 4 (23 + 4)2 4 (22 + 4)2 3222+4 64 &9
rol 3 el 4c
= = —arctg= :
L(?+ 47 322214 6d" 82

6.2.49 a) Se face schimbarea de variabile

tgs =t, x = 2arctg t, d 2_dt, si 2t
— =t z=2arc r=—— sinx =
g2 ) g, 112 1 112
si se obtine
2dt
[ ey -
5+4sinz 54 O B 512 +8t+5
1+t
Trinomul 5¢2 + 8t + 5 are A < 0 si atunci se poate scrie ca o sumi de patrate
8 4 16 9
524+ 8t+5 = 5(t*+_-t+1)=5(2+2-t+ —
+ 8t + <+5+> (+5+25+25
A\ 3)?
= 5||[t+ = - .
() ()]
Revenind la integrala avem
dt t+i=u 2 du
] N s LY
51(t+ = = u+ =
() ()] (5)
25 Su 2 5t+4
= ggarctg?—i—C—f ctg< ;_ >+C
5tg7+4
2 2
= —arct C.
3arcg 3 +
sin? x
b) Functia f (r) = ————— este para simultan in sinx si cosx si atunci se face substitutia
1+ cos?x

. t
ne =

1
———, sin
V142 V1+t2

tgx =1, x = arctg t, cosx =
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Obtinem

2

in’ 2 dt t?
/ sin"z / 14+t :/ gt
1+ cos?x 1 I 14¢2 (t2+1) (2 +2)
+ _

1+12

Descompunem in fractii simple
t2 _At+B  Ct+D

+1)#*+2) t241 242

Se obtine A=0, B=—-1, C=0, D=2gyi

/ﬂdt _ _/LH/L
t2+1)(#2+2) 241 242
tgx

2 t
= —arctgt + —arctg— + C = —x + V2arctg | == | + C.
V2 V2 2

¢) Cu substitutia tg% =t se obtine

T
3tg- +1

d 1 9
j— Myl e

= —=arct
2sinz —cosx+5 /5 & V5
d) Functia este impard in raport cu cosx si se face substitutia sinax = ¢, coszdr = dt

t3 t5
/sinza:cos?’xda: = /t2(1—t2)dt:§_§+c
.. 3 .5
sinx  sin°x
= — C.
3 5 +

e) Functia e impara in raport cu sinz si atunci e convenabild substitutia cosx = ¢, —sina = dt

/sin5xdx = f/(1—t2)2dt:—/(172t2+t4)dt

S 2 .1
= 7—t—|—2§—g+C=—cosx+§cos x—gcos x+ C.
f) Functia e para simultan in raport cu sinz si cosz si se pune tgz = t, sinz = !
V1+1¢2

dt

[t e _/(1+t2)3dt_
sin*z —costz tt 1 a t4 a

L+e2 146y

[ 14+3t2 43t 44O
= i
=2 3 t3 1

3 1
= 4%t -4 C = — — 3t ~tg’z + C.
t+ +3 + Ste’s tgx+ gm+3gx+

dt:/(t*4+3t*2+3+t2)dt:

¢) Se transforma produsul in suma

cosxcos3xcosbr = (cosdx + cos2x)cosbr =

cos 10z + cos 2z + cos 8 + cos 4.
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Atunci

1 1 1 1
/cosxcos?)xcos&v dr = I—Osin10x+ gsin&”r—i- Zsin4x+ §sin2x+C’.

/ dz _/ dt
tgSx ) BB (#2+1)

Descompunem functia rationala de sub integrala in fractii simple

h) Facem substitutia tgz =t

1 7A8+A7+A6+ +A1+Bt+0
B2+1) 8 T 6 T ¢ 241"

(1)

Determinarea constantelor Ay, Ao, ..., Ag, B, C' o vom face in felul urmator: Determinam pe Ag, inmultind
relatia (1) in ambii membri cu 8 i apoi facem ¢ = 0. Obtinem Ag = 1 i trecem in membrul stang termenul
As
™8
1 1 -t 1 _Ar As
B2+1) 8 B2 +1) t6(#24+1) 7T 6 7

Acum din identitatea

1 _A7+AG+ +A1+Bt+C’
t(241) 7 6 T 241
determinim pe A7 ca si pe Ag adicd Inmult{im egalitatea in ambii membri cu ¢7 si apoi facem ¢ = 0. Vom
obtine A7 = 0 si identitatea devine
1 _Ag | As Ay Bt+C

—7t6(t2+1)—t76+t75+...+7+ 211

Procedand analog, gasim

Ag=-1, A5 =0, Ay =1, A3 =0, As=-1, A1 =0, B=0, C=1.

Asadar
1 RSN S N S
B2+1) B 6t 2 241
da t77+t75 t73+1+ tgt +C
— ==+ — — — + - Farc =
ez 7 75 3 % &

11 n 11 11 + 1 et C
—= - - = — +z+C.
Ttg’x  5tg’r  3tgdr  tgx

6.2.50 Folosim substitutia lui Euler
vVai+zrz+1l=x+t,

2 -1

x2+x+1:x2+2t:ﬂ+t2,x(l—?t):t2—1,:Ezl o
2 —t+1

dx:—27+2dt,x:O:>t:1,x:1:>t=\/§—1
(1—2t)

2 —t+1
;dt

/1 dx B /“51 (1—2t) _+2/“§1 £ottl
0o (e+)Vel+az+1 N 2 -2t (121 B 1 tt—2)(t2—t+1)
— |+t
1—2t \1—2t
B 2/”‘1 dt 1 A B 1 1
N 1 tt—1)"t(t—-2) t t—2
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1/ 1 1 ot
= 2 -|——->)dt=(In|t—2| —In]t =
[ 5 (75 7)de= mle =21 =)
V3-1
-2
= In f-2 =InV3
1
b) Facem substiutia x = 2sint, dz = 2cost dt gi obtiem
I—/l dz B O
—1 (22 4+4) V4 — a2 _%sinthrl.
Facem o noua substitutie tg t = u
V3
1 (3 d
= 7/ 7u f\[arctg \fu —\farctg£
-3 2 -3
3 U -i-f

c¢) Facem substiutia

t?2—1 t2—t+1
Vi—-z+l=x—t, 1= —— d:c—27+dt.

2t — 1’ (2t — 1)

I— / /(2t 1)2dt 2/t2_t+1dt
m—\/ —z+1 t(2t —1)°

Se descompune functia in fractii simple si se obtine

dt di di 3 1 3
=2 Z43 ) =3 — 2t — S — S [2— 1|+ C =
/t+ /(Qt_1)2 /2t—1 nltl =gy gl
:QIn’x—\/xQ—x+1’—

d) Avem

Obtinem

3 3
—7111‘2x—2 x2—m+1—1‘+C’.
2(2x—2\/m2—a:—|—1—1) 2

1/3 dzx
)y (20— 3) Az — 22

Vom face cea de a treia substitutie a lui Euler

3
Vir —2? = tx, x:2:>t:1,x:3:>t:g,
4 —8t
o do = ————dt.
2+ 1 (t2+1)

Integrala devine

V3
2 (% dt 2 1 lt—BB|° 1 (3-V6) (4+VIb)
I=- 5 = - In = In 5 .
31 t2-5/3 32\/3 t++/5/3]|, V15
3
e) Avem
/7x = /xil (x2+1)_% dx
zvz?+1
. 1
Este o integrald binoama [ z™ (az™ + b)” dz cu m,n,p € Q. In cazul nostru m = —1,n = 2,p = ~3
1 —1+1
Cum p # Z dar mt = ;_ = 0 € Z, se face schimbarea de variabile ax™ + b = t" unde r este

numitorul lui p,
1

Pl=1 z=E-1)"% dzf“;’ (t* —1)72 dt.
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Atunci

_1 3 t 3 t
/x (2% +1) 7 do 2/t3—1dt 2/(t—1)(t2+t+1)

Se descompune functia rationala in fractii simple si se obtine

1 dt 1 t—1 1 1 t—1
1 = ) — == ——dt=z-In|t-1]— = | —————dt
2] t-1 2/t2+t+1 o it =1 2/ N2 3
t — —
(++3) 3
tHi=u 1 1/ u du 3/ du
= —hnjt-1-= | —5+- | —=
; 2) 31l L3
U +4 U +4
1 1 3 3 2 2u
=  —hnlt—1--In(u?+>) +°——arctg—= + C
2n| | 4n(u +4>+4\/§arcg\/§+
1 1 3 2t + 1
= 51n|t—1|—zln(t2+t+1)—|—garctg \;—g +C
1 1
= 21n(\3/x2—|—1—1)—41n<\3/(x2+1)2+m—i—l)—i—
3 2vVx2+1-1
+ £aurctg Vart -] +C.
2 V3
f) Avem
1 1
dx 4 -1 1
—_— = z*4+1) *dr, undem=0,n=4, p=—-.
[1v4m4+1 [1( ) P 4
Deoarece 41 041 1 +1 L1
m m
pEl m = T fh o tp=g oy =0el
facem cea dea treia substitutie a lui Cebigev
a+bz ™ =t*, X\ = numitorul lui p.
In cazul nostru ) )
—4 _ 44 4 4 _ A 4 _
l+27 %=t 27" =t fl,gft fl,xfm,
p=—1t=—V2, a=1,t=v2,0= (" =1)"7 de = — (t* = 1) .
Atunci v v
! ~1 V-1 8 2,01
/(m4+1) 4dx:—/ dt:—/ t?———dt =
—1 _Y3 t 4/(t471)5 _yz v =1

/ﬁ 2 i 1/ﬁ dt +1/ﬁ dt 1/ﬂ dt
e t=-Dt+1)®+1) 4 ) mt—-1 4 ) mt+1 2 ) 51241

V2 V2 2
= lln (ﬁJr 1> —arctgy/2 =1In (\@+ 1) — arctgVv/2.

:Zln

t+1
t—1

— —arctgt
—vz 2 —va 4 \v2-1

h) Avem cid
[V e = [ o= [0t ar= [o et

este o integrald binoama cu m = 3, n =1, p= 1, unde

+-=3¢cZ.

3
—+1
m—+1 2+ 5 m—+1 5
—=2 _Sgz 1= _°
n 1 s 82 — —tr=j5

DN | =
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Facem a treia substitutie a lui Cebigev
-1 2 1 2 -1 2 -2
14z :t,x:ttlz(t—l) ,do= =2t (2 —1) dt
Atunci
_3 1 _
/\/x4+x3dac = —2/(t2—1) (-0 (P —1) =
_ 2
= —2/t2(t2—1) 4dt:—2/74dt.
(t* = 1)
Facem descompunerea in fractii simple
2 Aq Ao As Ay
1 i 1t 3+ 7t _1+
(t—1)"(t+1) t-1" (@t-1)7 (@-1)7" t
B B B B
2
(t+1)" (t+1)°” (@+1)° t+1
Dupa calcule lungi se obtine
1 1 1 1 1
Ay=—,B1=—,A,=DBy=0, A3=B3=——,A4,=—, By=——
1 167 1 163 2 2 ) 3 3 327 4 327 4 32
si
1 dt 1 dt 1 dt
/\/x4+x3dsc:—f/74—7/74—&-*/720#4-
8 t—1" 8J (t+1) 16 (t—1)
B L_i/i+i L
16) t+1)? 16) t—1 16 t+1_24(t_1)3
1 1 1 1 1 1
— - — - — 16In|——| + C.
+24(t+1)3 16t—1 161?—&—1+ ‘ +
1 dt
Aici se Inlocuieste t = 4/ x;— ) et =t, x=1nt, dr= 7
/ dz 7/ dt / dt
e fe? —2 2 _t-2) tt+1)(t+2)
B /dt / 1/ dt
B t—1 t+2
= §1n|t(t+2)|—ln(t—1)
t(t+2)
In——+C.
e T
j) Integrala
Vi /l 3 2
———dr = [ z2 (—x°+1) *dx,
= ( )
1 1 1 1 1 1 1 1
esteointegraﬂéxbinoaméxcum:57 :3,p:—§,p:§¢Z, m: :§¢Z,%+p=§ 5=

0 € Z. Facem a treia substitutie a lui Cebigev

—1+x_3:t2,x:(t2—|—1) !

Atunci

/\/fixgdx_—z/(laﬁ-l) (2 )P (2 1) S dt =
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2 dt 2 2 V1—23
g - = —— tot = —— t _— .
3/t2+1 zarcts +C 3arcg< P )—i—C

k) Se face schimbarea 1 + 2% = t2

2 3 :
2 2
/xQ\/l—l—x?’dx:f/ t2dt == —
A 3/, 33

1) Pentru calculul integralei
z
I=/ In(1+tgx)de
0

in prealabil este util sa stabilim relatia

/abf(x)da::/abf(a—i—b—x)dx, (1)

pentru orice functie f : [a,b] — R, integrabild Riemann. Justificarea este imediatd. S& aplicam relatia

(1) in cazul integralei noastre

I:/Ozln(l—l—tgx)dx:/OZln[l—i—tg(Z—x)} dr =

T 11—t T K
:/ 1n<1+g$>d:r—/4l ( ) /and:cf
0 1+tgx 0 1+tgx )

Din aceasta egalitate rezulta
1
/ In(l+tga)de=1
0

si gasim
T 1 T T
I= In(l+tg x)de = -1In2 dr = —1n2.
0 2 0 8

6.2.51 1) a) Se constata cd f (z) > 0 si atunci
-1
Aria (D / 1/ i dz.
rz+1

-1 1+t
Se face substitutia x =t z= + , do = sdt. atunci
x+1 1—1¢2 Q_ﬁ)

3 2
Aria (D) :4/ ’ Lz
o (1-1)

Avem
2 A B C D
t2-1)° (t—-1)°" t—=1 (t+1)° t+1
Se obtine
- : : 1 117
4 4 4 4
A = -1
ria (D) /(t_1)2+t1+(t+1)2 t+1 4 ’t 1,
0
3 N
1 3 1 3
S L LT oo v+ va
t—1|, t+1],
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b) Avem

4 2
-1
Aria(D):4/ o+ [e? — 1]
0 |z + 2]

Explicitand functia de sub integrala, avem

41— 22
2 _ 1
:C+|:E 71|: :E+22 , 2 €10,1]
-1
[z +2 T 2 peg
x+2

atunci

1 2 4 .2 1 4
1 — -1 5 1
Aria(D):/ udw—l—/ wdx:/ -z +3 - — dx—i—/ =14+ ——|dx=

4

=7-5In3+6In2

+ (—x+1n(x+2)>
0 2 1

72
= <—2—|—3x—5ln(3:—|—2)>

c¢) Avem

Figura 5.8.1

! 1 22 23
A—/_l (M_2)d$— (arctgx—6>

d) Sa aflam punctele de intersectie A si B ale graficelor celor dous functii (dou& parabole) y =
2?2 + 6z, y = —2? — 4. Obtinem A (—2,-8), B(—1,—5) Atunci

1
™

1
o, 273

—1 —1

2 1
Aria (D) = / (—x2 —4—2% - 67) do = / (—29&2 — 6z —4) dv = (—3x3 — 32% — 437) ==
-2 -2 —2
Figura 5.8.2
1
e) Graficul celor doud functii se intersecteaza in punctele de abscise x = — gi * = 1 gl in intervalul

e

1
S {,1} avem, Inz < 0 si In®z + Inz < 0, astfel c&
e

1 1
Aria (D) = /‘1n2x+lnx’daﬁ:/ (—lnzx—lnw)dﬂc:
1 1

1 1 1 1
—/ x’anxdx—/ Inxdr = —x ln2x‘ll+2/ lnxdx—/ In zdx
1 1 e 1 1

1 1
—/ dm:§—1.
1 1 €

f) Parabola si cercul se intersecteaza in punctele A (2, 2\/?;) , B (2, 72\/3) .

2 4
Aria(Dy) = 2/ v6xdx+2/ V16 — 22dx =
0 2
) 2 3z
2\/63\/;” +2/ 4cos t dt
0

™

6

1 t 1
-+ Inxder = —+zxzlnx
e 1 e

o=

Figura 5.8.3
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La a doua integrala se pune z = 4sint.

1 2 1
63:/§+4/2 (1 + cos2t) dt = G\f <t+sm2t>

Aria (Dl ) B

16v/3 V3 13v3 4w
3 +4<3‘4>—3 3

13 4 44 13
Aria (Dg) = 7+ 16 — Aria (Dy) = 167 — % - g = TW - %

g) Sa trasam cele doud parabole cu axele de simetrie paralele cu Oz si s aflam punctele lor de
intersectie. Punctele de intersectie sunt A (—1, 2\/6), B (—1, —2\/6)

wiap) =2 [ a2 [VEEmd =46 [ VaTade s a3 [ Ve =200

Figura 5.8.4
6.2.52 a)

1 1

1
3 2 2
Vol (Ky) = 7r/ f*(x)dx = 71'/ arcsin® zdx = 71'/ ' arcsin® xdx
0 0 0

1 .
2 arcsinx

.2 13
= mxarcsin“z|’ — 2w T———=dx
o N
2 3 ’ 3 1 3
= g(%) —27r/ (—\/1—:132) arcsinxdx:%+2W\/1—x23rcsinx‘;—277/ dx
0 0
3 NEX 1 7T2\/§
= 4ol g =T .
2Ty Ty Tt T
b) Avem
3 3.9 3 3
-3 —4 — 444
Vol (Ky) = 7r/ Mdl‘Zﬂ'/ wdl‘:ﬂ'/ xdx—|—ﬂ'/ udx
o z—4 0 rz—4 0 o x—4
23 3 °
1
= 71'% +7mx| +4rmln|x — 4] 2927T+37T—47r1n4:7r<25—8ln2>.
0 0 0
¢) Avem

b b
Vol (Ky) = 7r/ \/(:cfa)(bfx)dx:w/ V—ab+ (a+b)x — x2dx

_ W/b (azb)2 o (a+4b)22(a2+b)x+x2 b
_ /\/ —a)?® a—l—b )Qdm
/77\/ o’ quu—ﬂ'/ \/

Se face substitutia u = @ sint si se obtine

NIE]

fud 2 N2 Y 2 N2
VOI(Kf):W/2 %COSQtdt:w/ (1+cos2t)dt=7r(b o) _mb-a

8 8

jus us
2 2
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e) Cercul 22 + y? = 4 se intersecteazd cu parabola y? = 3x in punctele A (1, \/3), B (1, —\/ﬁ) Volumul
corpului obtinut Ky., va fi

2

! 2 322" x?
Vol (Kyg) = 7r/ 3xdac+7r/ (4—x2)dac:7r7 +7 (43:—3)
0 1 0 1
_ 3m 5w 197
R T
Figura 5.8.5

6.2.53 a) Avem

! / ! 1\? 4 11
1(Gy) = /mdx:/ \/Hx—_dx:/ \/1+x2+16x2_2dx
\/W Y422 41 1 1
= ? = - 4 — =
/md / /1 ype dx 4/1 (a:—i—m)dx

4
1 1 |
_ [4+1 } _15+m2

2
b) Avem
1
l(Gf) — /0\/14,3‘1(61 /‘/62z+6 2x+ 2dr = = /1/em+ex

I | 1 1 1
= 5/0 (6 + e )dl’ 5(6 — € )0_2(6_6_1+1>_2(6_e>

1

¢) Avem
2 x2+1 fa2 41 52— 142
() / 1—x2 (1—a2) /0 122" /0 21
) 1
3 x x—1]|3 2 3 2 2
SR P T S — - w3 i mi=m5-2
/Ox /0x2—1 ‘”0 oMoyl T3 s T T3y To oy
3
d) Avem

3 |
Z(Gf):/z \/1—&-ctg2xdac=/1 sinxdm
3 3

2t
Punem tg% =t, x = 2arctgt, de = T2 sinx = o e Atunci
1 1
dt 1
:/ — =Int =—In— =InV3.
VAR 3 V3

a) Fie I = [ f (a+ b — z)dz; cu schimbarea de variabild ¢ = a + b — z se ajunge la rezultatul dorit.

. 9 3 cos" x . T
dz; folosind punctul a) rezultd I = [ —————dxz. Deci 2I = —,
o sin” x + cos™ x 2

. 3 sin” x
b) Fle I == fn—
o sin"x + cos™x

0
d de [ = —.
e unde 1
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6.3 Probleme propuse
6.3.1 Se considera girurile de numere reale (,),,>; si (yn), >, definite prin
e- xi =2p_1, n>1, unde z; = €?;
2y, =lnx, +1, n>1.
a) Sa se arate ca sirul (yn)n21 formeaza o progresie geometrica,;

b) Sa se determine limita girului (z,),~;
n

c) S& se calculeze lim [] z.
N0 =1

6.3.2 Se considerd sirul de numere reale (a,),,~; dat de termenul general

13 21
=357 2n,n_.

an

a) Sa se enunte Criteriul lui Weierstrass de convergentd a sirurilor numerice;

b) Sa se demonstreze ca sirul (a,),,~, este convergent;

2n—1< /1
.- n
2n o2n+1’

6.3.3 Se considera girul lui Euler (¢;),,>,, unde

¢) Sa se demonstreze inegalitatea

N |
=~ w
vV
\.H

iar apoi sa se calculeze lim a,,.
n—oo

1 1 1
cph=14=-+-+...4——Inn, n>1.
2 3 n

a) Folosind inegalitatea

1
<ln(n+1)—lnn<—, n>1,
n+1 n

sa se arate ca sirul (c,),», este marginit;
L |

b) Sa se calculeze lim .
) ulez nimkgln—i—k

6.3.4 Se considera girul numeric cu termenul general x,, = ne”*", n > 1, a € R i sirul de functii (fn)nzlv
unde f, : [0,1] = R, f, (z) = nxe_mz, n>1.

a) Sa se calculeze lim z,, In functie de valorile parametrului real a € R;

n—oo
b) Sa se calculeze limita sirului de numere reale (f, (2)),>1;
1

c¢) S& se determine lim [ f, (z)dx;
n—>o<>0

d) Sa se precizeze natura convergentei sirului (fy), ;-
6.3.5 Se considera sirul de numere reale (x,), -, definit prin

1V tVE
U1+ T
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< . c o nY . .
a) Sa se determine valoarea limitei lim —5 In raport cu valorile parametrilor o, 8 € R;
n—oo n
b) Sa se calculeze lim z,;
n—oo
o . In
c) Sa se calculeze lim

6.3.6 Fie p € N*gi girul de numere reale (a:n)n22 definit prin

ST+ 24 ..+ B\
xn:<\[ \[ ﬁ) , n>2.

p

a) Sa se calculeze lim (W + \/ﬁ), pentru p € N*;

1

n —

b) S& se arate ca lim

n—oo

T = In p pentru orice p > 2.

n

c) Sa se determine limita sirului (z,),,~o-
6.3.7 Se considera sirurile de numere reale (z,,),,~; §i (Yn),~; definite respectiv prin
arcsin (nx) dz, b, =

an = arctan (nx) dz, n > 1.

-
K
-
3=

n+1 n

+

1
a) Sa se enunte teorema de medie pentru integrala definita;

b) Sa se arate cd lim a, = lim b, = 0;

n—oo n—o0

v . an
¢) Sa se calculeze lim —;

n—oo n

6.3.8 Se consider sirurile de numere reale (z,),~; si (Yn),>; definite prin

T, +1
2

Tpyl = Yn =2p —1, n2>1,20 =2;

a) Sa se arate ca girul (y),~; este o progresie geometrics;

b) Sa se determine termenul general al sirului (2,,),,>;

¢) S& se calculeze lim (xn)(k=

n—oo

6.3.9 Se considera sirul de numere reale (x,), -, definit prin

Ty, +2
Ty + 1

r1 =18l 241 = , x> 1.

ntl — V2 1—+2
a) Sa se arate ca Tt \[: f,nZl;
Ty — V2 Tn+1

b) S& se demonstreze inegalitatea ’xn — \/§| < (\/5 — l)n, n>1;

c) S& se determine limita sirului (z,)n<1-

n
6.3.10 Se considera girul de numere reale (z,),~, definit prin z,, = 2K p > 1.
- k=1
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a) Sa se enunte Critetiul general de convergentd a lui Cauchy pentru siruri;
b) Sa se arate ca sirul (z,,),~, este convergent;
c) S4 se arate cd lim z, € R\Q.

n—oo

AV 1
6.3.11 Se considera girul (xn)n217 unde x,, = m, n > 1.

) Sa e ci LI
a a se arate ca = — — —
S T P T |

pentru orice n > 1;

[&.°]
b) S& se studieze natura seriei | zp;
n=1

o0
c) Sa se calculeze suma seriei Y .
n=1
Indicatie: Pentru calcul sumei partiale avem
n

- 1 1 1
D m = Z<2k+1+2k1 _k>
k=1 k=1

11 1 11 1 1
= 14+-+-+...

o n+1 ’ 2n—1 1 2 7 on

11 1
= 2(14+-+-+.. 1-
<+3+5+ +2n+1> 2n + 1

1 1 1 1
+ 1+-+... +—)-2(14+=-4+...+—
2 n 2 n

11 1 1
= 2(1+ ++...+>—1—

w
ot
w
wl
ot
N
3
I

—_
N
_l’_
—_

3 5 2n+1 2n +1
1 1 1 1 1
2l =4+-+...+— | -2(14+=+...+—
+ < +4+ +2n> (+2+ +n>
1 1 1 1 1 1
= 2(14+=+=-+... 2114+ =+...+—)—-1—
<+2+3+ +2n+1> (+2+ +n> 2n+1

1 1 1
= 2 -1- .
(n+1+n+2+ +2n+1) 2n+1

6.3.12 Se considera sirul (a,,),,~, definit prin relatia de recurents an41 = a,+r,n > 1, unde a1, r € (0, 00)
sunt numere reale cunoscute.
r 1 1

a) Sa se arate ca = — — ,n>1;
ApGn+41 Qnp Ap+41

1
b) Sa se studieze convergenta seriei Z ;
n=1 anan—i-l

0 1
¢) Sa se calculeze suma seriei Z m

6.3.13 Se considera sirurile (2,,),,~; §i (¥n),>; definite prin
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n ke — 1 1
T, = lim = {/x, — = pentru orice n > 1.
n = lim k; 3 Un n= 5P >

g o n+1
a) Sa se arate ca z,, = T pentru n > 1;
n

o0

b) S& se determine natura seriei Y yn;
n=1

[e.e]
c) S& se studieze natura seriei >, (—yn)"

n=1
6.3.14 Se considers functia f : R — R, f(z) = x|z — a| + |x — b| . S& se determine parametrii reali a si b
astfel Incat functia f sa fie derivabila pe R.

2n
6.3.15 Fie polinomul P(X) = X" — X"+ X +1, n € N*. Si se calculeze Y
k=1 Tk —

,unde x1,Zs,...,Top,
sunt radacinile polinomului.

6.3.16 Si se demonstreze cd x — (14 z)In(1+2) <0, (V)z > 0 gi s8 se arate cd functia h : (0,00) — R,
h(z) = (1 +z)= este monoton descrescitoare.

6.3.17 Se considerd functia f : R — R, f(x) = x + arctgz.

a) Sa se calculeze lim f(z);
b) S& se calculeze f’(x);

¢) Sa se calculeze lim M;

d) Sa se determine asimptota céitre +oo;

f(2n+1) (0)
e) Notam cu f(")(x) derivata de ordinul n. Claculati lim *——— =,
n—o0 (2n + 1)!
f) Sa se arate ca f este inversabild gi notam cu g inversa sa. Si se calculeze g (1 + %) si g’ (1 + g),
o
1

g) S se calculeze [ g(z) si g/(0);
0

6.3.18 Sa se demonstreze inegalitatea

arctgx
In(1 > — > 0.
n(l+x) T2 ©
o .. . cosx+ |r—1|e™” 7r
6.3.19 Se considera functiile f : R — R, f(z) = lim sig [ 7,7] — R,
T
g () = f (x) pentru orice x € [—5, 5}

< ‘ _J cosz, <0
a) Sasearatecaf(m)—{ w—1], z>0;
b) S& se studieze continuitatea pe R a fuctiei f;
¢) Sa se studieze derivabilitatea fucntiei g;

d) Sa se determine punctele de extrem global ale functiei g.
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6.3.20 Sa se arate ca functia f: [0,1] — R,

o1 2 1
F@) = 2xs1n?—5cosﬁ, x € (0,1]
0, z=0

admite primitive pe [0, 1], dar nu este integrabild pe [0, 1].
Indicatie: Functia f nu este integrabild pe [0,1] deoarece nu este marginitd. De exemplu, pentru

sirul (2, )ner definit prin x,, = ——— care tinde la 0, girul valorilor f(z,) tinde la +oo.
> ( ) eR p m 3 f( )

1 1
6.3.21 S& se arate ca functia f : [0,1] = R, f(z) = o L] , pentru z € (0, 1] si £(0) = 0, este integrabila

Riemann pe [0, 1].

1 1
6.3.22 Si se arate ca functia f : [0,1] — R data prin f(x) = 22, daci x| {/n € N*} si f <) =n,
n n
n € N, nu este integrabild Riemann.

6.3.23 Calculati urméatoarele integrale:

1 1 , 1 e
T o3 d . 3 d —_ .
a)Ofe sin zdz; fe sin® zdx; C)gx3+1,
L dx m LIn(1 + x)
d)| ——,0<a<1; — [ ———==duz;
)ofx2+2ax+1’ R Jsm f‘ T
rsinz }7‘ ); dx _
1+ cos2z 3 3+ cosz’ 5> Vb +dx — 22

tg"xdr (n € N*).

s
)

6.3.24 Sa se calculeze integrala

d
/,—‘”, x € (0,2n).
3+ sinx + cosx

6.3.25 Calculati, folosind definitia integralei definite, urméatoarele limite:

1 n a n—
a) lim — Zek = k)b,a,bER,a#b;

n—oo N k=0

{‘/(n—i— 1(n+ 2)(3n)

1
[ x™ cos(z™)dx

6.3.26 Sa se calculeze hm
f 2 In(1 + z) dx

Indicatie: Aplicim ﬁecarel integrale metoda de integrare prin parti i obtinem

1 1 1 1 1
[ a"cosa™dx = ffx (sinz™)'dw = — (sinl — fsinx"dx) ,
0 n g n 0

1n+111 dr = — (w2 [P
of n(l+ ) n+1(n bfl—i-xI)'

fz In(1+ 2)d
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Atunci
1
[ ™ cos z"dx )
i 0 _ sin 1
nglc}o 1 T In2°
JarIn(1 + x)dx
0
x3
[ sint?dt
6.3.27 Sa se calculeze lim 079.
x—0 x

6.3.28 Aflati valoarea minima a functiei
1
F:R—R, F(a):/]z2+a|dx,aeR.
0

6.3.29 Fie f: R = R, f(x) = e’ si FF: R — R o primitiva a sa. Sa se arate ca

zF(z) 1

sotoo flz) 2

2x

6.3.30 Fie functia f :]0,+o0o[— R, data prin f(z) = P

fel, incat functia G :)0, 4o00[— R,

— 2In(z + 2). Sa se determine a, b, c € R aga

aln(z+2)+bx+c

G =
® )
y flw) _
sa fie o primitiva a functiei g :J0, +oo[— R, g(x) = —5 si inca h{r%) G(z)=1.
X x

6.3.31 Calculati perechile de integrale

xdx zodx

I=|—4—7—7F— J=| /———F—— 0
2) fa:8—|—6x4—|—1’ fﬂr:8+6x4+1’xe] ol
b) I= [ — e —cos:c' da, J = [ sin x _dr
e’ —cosT —sinT et —cosx —sInT

2 138

x
c) I:fmdm,J:fl+xl2dz,xeR.

6.3.32 Sa se calculeze

T dx
I:/O oo ot et e unde a,b > 0.

6.3.33 Calculati derivatele functiilor

4

roodt

0 . —
arctgz
2) F:R—R F(z)= [ e tdt,
0

arcsin x

3% Fi-11—=R F(z)= [ In(l1+sin*t)dt,

INE)
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6.3.34 a) Daci f : [a,b] — R este o functie integrabild pe [a, b], aratati ca

b b
/f(x)dx:/f(a—l—b—x)dx;
S dx, n € N*;

z
b) Calculati [ ——————
) acuatlofsin”x—l—cos”x

sin” x

S~y

¢) Calculati lim [ —————
n—oop SN T + cos” x

6.3.35 a) S& se demonstreze identitatea:

1 2 3 " "
s VR (VR = (Va) e () (V) e

oricare ar fi z € [0,1], n € N*.
(\/E)n-H n+1
b) S& se arate c& 0 < T < (y/x) ", oricare ar i x € [0, 1], n € N*.

1 n+1
c) S& se deducd egalitatea lim [ %dz =0
x

n—oo 0

d) S& se arate ca
x

_11 141 _12 247 _1n 241 1
lim ach( 1) T +( 2) T +...+(n)¢ :/ dt, pentu orice z € [0, 1].

6.3.36 a) Aratati cd functia continua f : R — R este periodica de perioada T daci si numai daca

x+T
f (t) dt = constant, pentru orice x € R.

xr
b) Daca f : R — R este continua si periodica de perioada 7', atunci
a+T T
/ f(x)dx = /f (z)dzx, oricare ar fi a € R.
0

a
c¢) Dacd f : R — R este continua si periodica de periodai T, atunci

b+nT

b
/f (x)dx = / f (z) dz, pentru orice a,b € R,n € Z.
a a+nT

6.3.37 a) Fie u : [0,a] — [0, b] o functie strict monotona si derivabild. Aratati ca
a b
/u (t)dt + [ ut(t)dt = ab,

0 0

unde u~! : [0,b] — [0, a] este inversa functiei u.
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b) Demonstrati egalitatea
3 1
2
/arctg (sinz)dx + /arcsin (tgz) dx = 3
0 0

6.3.38 Fiea, be R, a<b
a) Sa se calculeze

b
In:/(x—a)"(b—m)”dﬂc, n € N*.

b) Sa se calculeze
lim /1.

n—oo
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